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COMO USAR ESTE LIBRO

El propdsito de esta guia de estudio es ayudar aentender €l calculo vectorial. Hemos or-
ganizado los capitul os y secciones de maneraquecorrespondan a libro Cdlculo vectorial
de Marsden y Tromba, terceraedicion. Cada seccidn contiene objetivos, recomenda-
ciones para€ estudio y (Ilo méas importante) soluciones de los gjercicios sel eccionados.
Ademas, hemos escrito cuatro €jemplos de exdmenes.

L os objetivos son un resumen corto de lo que debes aprender en cada seccion y
de lo que debes entender antes de pasar a la siguiente. Los objetivos también deberian
ayudarte a repasar paralos examenes.

Las recomendaciones para e estudio son definiciones y hechos que debes tener
presentes cuando hagas las tareas. También contienen advertencias sobre los errores
Mas comunes.

En las soluciones hemos elegido algunos gercicios y se han trabgjado. Algunas
veces te pedimos que verifiquesago o que completes algiin detalle, pero la mayoriade
nuestras soluciones son tan completas como es posible. Sin embargo, no trabajamos
los problemas de modo que los puedas copiar y presentarlos como tu trabajo. Eso es
trampa. Nosotros (asi como tus profesores) pensamos que las matematicas no son un
deporte para expectadores. Para entender qué pasa debes hacer gercicios. S te has
perdido (o te has dormido en clase, como alguno de nosotros siempre hizo), trabajar
sobre las soluciones detalladas puede ayudarte a encontrar € camino de regreso. S te
sientes inseguro antes de |os examenes, la mejor manera de estudiar es hacer gjercicios
y problemas adicionales y comparar tus respuestas con las nuestras. S eres estudioso y
quieres hacer gjercicios adicionales, no tienes por qué hacerlos a ciegas ya que hemos
proporcionado muchas soluciones.

Aun s sblo hojeas nuestro pequefio libro diez minutos antes del examen, jdebes
sentirte méas seguro respecto al célculo vectorial!

Te deseamos mucho éxito.
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CAPITULO 1
LA GEOMETRIA DEL ESPACIO
EUCLIDIANO

1.1 Vectoresen el espacio tridimensional

OBJETIVOS

1

3.

Poder realizar las sigui entes operaciones con vectores: suma, restay multiplicacion
por un escalar.

Dados un vector y un punto, saber encontrar laecuacion de la rectaque pasa por €
punto y que tiene la misma direccion del vector.

Dados dos puntos, encontrar la ecuacion de la rectaque pasa a través de éstos.

RECOMENDACIONESPARA EL ESTUDIO

1.

Notacion sobre espacios. El simbolo R o R! representa a conjunto de todos los
puntos de la recta real 0 a un espacio de dimension 1. R? esel conjunto de todos
los pares ordenados(x, y) que estan en e plano, un espacio de dimension 2. R3
representad conjunto de todas|as ternas ordenadas(x, Y, Z) que estan en un espacio
de dimensién 3. En general, € "exponente” en R' indica cuantas componentes
tiene cada vector.

Vectoresy escalnres. Un vectortienelongitud (magnitud) y direccion. Losescalares
son sdlo nimeros. Los escalares no tienen

direccion. Dos vectores son iguales sy

// sélo s tienen la misma longitud y direc-
cion. Sus graficas no necesitan partir del
mismo punto. Losvectoresdelafigurason
iguales.

Notacion vectorial. Un vector se denota a menudo con letra negrilla, letra subra
yada, una flecha sobre la letra, 0 con r-adas (x}, xa, ..., X,). El elemento x; de la
n-ada se llama i-ésima componente. ;0J0O!, la n-ada puede representar un punto o
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un vector. El vector (0, 0, ..., 0) se denota con 0. El profesor u otros libros de texto
pueden usar otras notaciones, como una linea ondulada (~) debajo de la letra. En
ocasiones se usa un acento circunflejo (") sobre la letra para representar vectores

unitarios.

4. Suma de vectores. Los vectores se suman componente a componente, por ejemplo,

en R?

(x1, y1) + (x2, ¥2) = (x1 + x2, y1 +y2).

Dos vectores se pueden concebir gréfica-
mente como lados de un paralelogramo.
Si partimos de vértice formado por los dos
vectores, formamos un nuevo vector que
termina en la esquina opuesta del parale-
logramo. Este nuevo vector es la suma de
los dos primeros. De otra forma, se puede
trasladar v de manera que su extremo ini-
cial coincida con el extremo final de u. El
vector que une el extremoinicial deu conel
extremo final de vesu +v.

S. Resta de vectores. De la misma manera que en la suma, los vectores se restan

a-b

componente a componente. Debes pensar
en la resta como la suma del negativo de un
vector. Los vectores a, by a — b forman
un tridngulo. Para determinar la direccién
correcta debes sumar a — b a b y obtener
a. Entonces a — b va del extremo final de
b al extremo inicial de a.

6. Multiplicacion por un escalar. En este caso cada componente de un vector se
multiplica por el mismo escalar, por ejemplo, en R?

rx,y) = (rx, ry)

para cualquier niimero r.

El efecto de multiplicar por un escalar positivo es cambiar la longitud por un factor.
Si el factor es negativo el cambio de longitud se produce en direccién opuesta. La
multiplicacion de vectores se estudiara en las dos secciones siguientes.

7. Base estdndar. Hay vectores cuyas componentes son todas 0, excepto una que vale
1. En R, i, j y k denotan vectores que est4n en los ejes x, y y z. Son (1, 0, 0),
0, 1, 0), (0, 0, 1), respectivamente. La base estdndar consta de los vectores i y j, los
cuales estin en los ejes x y y, y sus respectivas componentes son (1, 0) y (0, 1). En
algunas ocasiones, estos vectores se denotan con e,, e, y €, 0 €], €, Y €3.
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8.

10.

11.

Rectas. (a) La recta que pasa por a en la direccion dev esl(r) = a+tv. Esta se
Ilama forma punto-direccion de laecuacion de larecta porque la Unicainformacion
necesariaesd puntoay la direccion v.

(b) La rectaque pasapor ay b esl(r) = a+t(b — a). Estase llama forma punto-
punto de la ecuacion de la recta. Paraver S ladireccidn es correcta, debes hacer
t =0y obtener d primer punto. Haz t = 1 y obtén e segundo punto.

Conjunto degeneradores de ur espacio. Si todos|os puntosde un espacio se pueden
escribir dela formaX; vy T Aova +... + \,v,, donde \; son escalares, entonces |os

vectoresvy, ..., V, generan €l espacio dado. Por ejemplo, losvectoresi y j generan
al planoxy.
Demostraciones geométricas. Unademostracion se puede simplificar con € usode

vectores. Tratadecomparar |os métodos vectorialescon |os no vectoriales haciendo
el gemplo 7 sin vectores.
[ 3

Resolircion de problemas. Como los vectores tienen magnitud y direccién, se
pueden representar grificamente. Por lo tanto, con frecuencia es (til hacer un
diagrama con objeto de visualizar un problema vectorial.

SOLUCIONESDE LOSEJERCICIOSSELECCIONADOS

1

4.

Debemos resolver las ecuaciones siguientes:
—21 —x=-25
23—-6=y

Obtenemosx =4 yy = 17, de maneraque (—21, 23) — (4, 6) = (—25, 17).
Convertimos —4i + 3j en (-4, 3, 0),de manera que

(2,3,5)—4i+3j=(2,3,5+(—4,3,0=(-2,6,5).

A En € ejey los puntos tienen coordenadas
©0,0,2). (0.y,2) delaforma(O,y, O), por lo tanto, debemos

;.V.n-----’v--'- S restringir los valoresdex y zaO.
(x,0,2). : En d eje z los puntos tienen coordenadas
* (0,y.0) delaforma (Q,0, z), por lo tanto, debemos

e restringir los valoresdex y y aQ
En €& plano xz los puntos tienen coorde-
nadas de la forma (x, 0, z), Por lo tanto,

debemos restringir € valor dey aO0.




12.

15.

19.

21.
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En el plano yz los puntos tienen coordena-
das de la forma (0, y, z), por lo tanto, debe-
mos restringir el valor de x a 0.

Todo punto del plano generado por los vectores dados se puede escribir de la forma
avy + bv,. Donde a y b son nimeros reales; por consiguiente, el plano se describe
con

a(3,—-1,1)+b(0, 3, 4).

Dados dos puntos a y b, 1a recta que pasa por ellos es I(f) = a + ¢#(b — a). En este
caso, obtenemos

I)=(-1,-1,-1D)+1t2,03)=2t—-1,-1,3t - 1).

Sustituimos v = (x, y,z) = 2+, —2+¢, —1 +1¢) en la ecuacién que estd en términos
de x, y y z y obtenemos

2x —3y+z—-2=2Q2+0)—-3(-2+)+(-1+)-2
=4+2t+6 -3t —1+t—-2=7.
Como 7 # 0, no hay puntos (x, y, z) que satisfagan la ecuacion y estén en la recta.
Representemos los lados del tridngulo con los vectores a, by b —a como se muestra

en la figura. Primero calculamos el punto situado en la mediana que va del punto Q
al punto medio del segmento OP y que divide a dicha mediana en una razén 2 : 1

1 1 1 1 1 1 1 1
—a+ = |:b—§aj| —§a+§b—ga—§a+ gb

Luego calculamos el punto situado en 1a mediana que va del punto P al punto medio
del segmento OQ y que divide a dicha mediana en unarazén 2 : 1

1 1 1 1 1 1 1 1
- —=b|==b+-a—-b=— —b.
2b+ [a b] > + 3a 6b 3a+ 3b

3 3
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22.

27.

30.
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Por tltimo, calculamos el punto situado en la mediana que va del punto O al punto
medio del segmento QP y que divide a dicha mediana en una razén 2 : 1

2 1 2.2 2 1 1
=z —(b—-2a)| ==b+=-b—-a=-a+=b.
3 [a+2( a)] 3b+6b i 3a+3b
En vista de que los tres puntos son el mismo, concluimos que las tres medianas

tienen el mismo punto de interseccién y que éste divide a cada una en una razén de
2:1.

De la misma manera que el paralelogramo del ejemplo 4 se describié con v = sa+tb
parasy ten [0, 1], podemos describir el paralelepipedo con w = sa + tb + rc para
s,tyren[0 1].

(a) Si nos fijamos en la componente x, el piloto necesita ir de 3 a 23. Su velocidad
en la direccidn x es la componente i, 400 km/h. Por lo tanto,
Ad 23-3 1
At=—=—— = —.
v 400 20
El piloto vuela sobre el aeropuerto (1,/20) horas o 3 minutos después. La misma
respuesta se puede obtener analizando la componente y.
(b) Nos fijamos en la componente z y usamos la férmula

1
Ad =vA decir, h—5=(-1)—.
vAr, es decir, S5=( )20

Si despejamos h, vemos que el piloto estd a una altura de (404 /20) cuando pasa
sobre el aeropuerto.
(a) Es conveniente hacer un dibujo con A
sobre el eje x.

150 A X
(b) Del diagrama de la parte (a) obtenemos
A = 150i B = (110 cos 60°)i + (110 sen 60°)j.
A +B = (150 + 110 cos 60°)i + (110 sen 60°)j = 205i + 55\/§j.

El angulo que A + B hace con A es

_—12_,—155\/§~—1 — KO
0 = tan (x)-tan (——205 ~ tan~'(0.4647) = 25
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33. (a) Siusamos las coordenas (C, H, O), obtenemos
p(3,4,3)+4q(0,0,2) =r(1,0,2) + 5(0,2, 1).

(b) Con objeto de encontrar la solucién entera mas pequefia para p, q, r y s, balan-
ceamos las ecuaciones para las coordenadas C, H y O:

3p=r (ecuacién para C)
2s=4p o s=2p (ecuacién para H)
2p+3p=2r+s=6p+2p o gq= %p. (ecuacion para O)
Sea p = 2, entonces la solucién entera mds pequeiia es
p=2 q=>5, r==6, s=4.

En el diagrama, P es (6,8,6), Q es
(0,0,10),Res(6,0,12)ySes (0, 8, 4).
Ambos lados de 1a ecuacién dan como
resultado el vector (6, 8, 16).

()

1.2 Producto interno

OBJETIVOS
1. Poder calcular el producto interno.
2. Poder e?(plicar el significado geométrico del producto interno.
3. Poder normalizar un vector.

4. Poder calcular la proyeccién de un vector sobre otro.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Producto interior. También se conoce como producto punto y se denota con a - b
o (a, b). El producto punto es la suma Y ., a;b;, donde a; y b; son la i-ésima
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coordenada de a y b, respectivamente. Por ejemplo, en R2, a-b = a;b; + azb,.
Advierte que el producto punto es un escalar.

2. Longitud de un vector. La longitud o norma de un vector (x, y, z) es v/x2 + y? + 72,
se denota con ||x|| y es igual a (x - y)'/2. Esto se puede deducir del hecho de que
X-y=x1y1 +X2y2 +X3y3 cCOnX =y.

3. Vectores unitarios. Estos vectores tienen longitud 1. Puedes obtener un vector
unitario de cualquier vector diferente de cero si lo normalizas. Para normalizar un
vector, hay que dividirlo entre su longitud, es decir, hay que calcular a/||a||.

4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Conocer la desigualdad |a - b| < |a]|||b]| es Io
mds importante para hacer las demostraciones de las secciones opcionales de este
texto y para cursos mas avanzados.

5. Propiedades geométricas importantes. Conoce la igualdad a - b = ||a||||b|| cos 6,
donde 6 es el angulo entre los dos vectores. Como consecuencia, a - b = 0 implica
que a y b son ortogonales. El vector cero es ortogonal a todos los vectores.

6. Proyecciones. La proyeccion de b sobre a es la “sombra” de b cuando cae sobre

a. La proyeccién de b sobre a es un vector de longitud a - b, que tiene la misma
direcci6n que a, es decir, (a - b)a/||a||.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS
1. De la definicién de producto punto, obtenemos:

_uy 0719 (2-10) =T o
lulllvl ~ V72+192v2Z+ 12 /4105 B

Si utilizamos una calculadora de bolsillo obtenemos 6 ~ 99°.

7. Si w = ai + bj + ck, entonces ||w|| = [a® + b® + c2]!/2, de manera,que
lu =vV1+4=V5  |v|=V1+1=V2
Si usamos la férmula para el producto punto, obtenemos

u-v=(=D()+@2)(=1)=-3.

10. Si usamos las férmulas del ejercicio 7, obtenemos

ul| = vV1+0+9 =10; Iv||=VO+16+0 =4.
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Como u no tiene una componente j y v no tiene componentes i o Kk, los vectores
son perpendiculares, en consecuencia, u - v = 0.

12. Un vector w se normaliza mediante la férmula w/||w|. Para los vectores del
ejercicio 7:
u 1 v
T = —=(=i+2j); = ’——(l —J).
lall V5 vl V2

15. La proyeccién de v sobre u es

u-v. (=D + 1)1+ (1)=3)

a2~ 1+1+1

—4
(—i+j+k)—3—(—i+j+k).

16. Por la ortogonalidad, queremos que el producto punto sea 0.
(a) El producto punto es (2i + bj) - (—3i + 2j + k) = —6 + 2b, por lo tanto, b debe
ser 3.
(b) Elproducto punto es (2i+bj) -k = 0, por lo tanto, b puede ser cualquier niimero.
21. (a) Vemos geométricamente que la componente i de F es ||F|| cos6. De manera
similar, la componente j de F es ||F|| sen 6. Por consiguiente, F = ||F|| cos 6i +

|F|| sen 8j, donde 6 es el 4ngulo que forman F y el eje x. Como el 4ngulo que
F forma con el eje y es /4, 6 también es /4, por lo tanto, F =3v/2(i +3j).

F
6

n/4
X
(b) Calculamos D = 4i+2j, en consecuencia, F-D = (3v/2)(4)+(3v2)(2) = 18V/2.
Ademis, ||F|| = 6y |D|| = v/20. De la definicién de producto punto,
F-D 18/2 3

cos0 = = = =0.9487.
IF|IID]]  6v20 10

Por lo tanto, 6 =~ 18°.
(¢) Enlaparte (b) calculamos F-D = 18+/2. Sabiendo quecos 6 =3/ V10, también
calculamos ||F||[|D|| cos 8 = (6)v/20(3+/10) = 18v/2.

1.3 Producto cruz
OBJETIVOS

1. Poder calcular el producto cruz.

2. Poder explicar el significado geométrico del producto cruz.

3. Poder escribir la ecuacién del plano a partir de informacién dada con respecto a
puntos en el plano o normales al plano.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Matricesy determinantes. Una matriz es un arreglo rectangular de niimeros. El arre-
glo se escribe entre corchetes. El determinante de una matriz es un niimero; una
matriz no tiene un valor numérico. El determinante sélo est4 definido para matrices
cuadradas y se denota con barras verticales.

2. Cdlculo de determinantes. Debes saber que

a z}=ad—bc.
También que
a b c
def=aef—b’df+cde
g h i h i g i g h

Advierte el signo menos del segundo sumando del lado derecho. El método general
para calcular un determinante se describe en el punto 3.

3. Cdlculo de determinantes de n x n. Usa el patrén que aparece en este punto, el
cual comienza con signo més en la esquina superior izquierda. Elige cualquier
columna o renglén; en general, aquella o aquel que contenga mds ceros ahorra
trabajo. Traza una recta vertical y otra horizontal que pasen por el primer nimero
del renglén o columna elegidos. Los niimeros que no estin en estas rectas forman
un determinante de (1 — 1) x (n — 1) que se debe multiplicar por el niimero por el cual
pasan las rectas (con el signo determinado por el patrén). Repite este proceso con
todos los demds nimeros de la columna o renglén elegidos. Por tdltimo, suma los
resultados. Este proceso, llamado desarrollo por menores, funciona con cualquier
columna o renglén. La mejor manera de memorizar el proceso es practicarlo.
Asegtrate de usar el signo correcto.

4. Simplificacion de determinantes. El célculo de determinantes se facilita cuando
hay ceros. Sumar un renglén o columna a otro renglén o columna no altera el valor
del determinante, pero puede simplificar los cdlculos. Consulta el ejemplo 3.

5. Cdlculo de un producto cruz. Sia = (ay, az, a3) y b = (by, by, b3), entonces

i j Kk
axb=|a a a3
by by b
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Debes notar que, a x b = —(b x a). El producto cruz no es conmutativo. Ademds,
a X b es un vector, no un escalar.

Propiedades del producto cruz. Los vectores a, b y a x b forman un sistema
y la direccién de a x b se determina con el método de la mano derecha (véase la
Fig. 1.3.2). Elproducto cruzaxbesun vectorortogonalaayb. Lalongitudde axb
es ||a||||b|| cos 8, donde 6 es el angulo entre ay b. Advierte que el producto cruz estéd
relacionado con sen 6 mientras que el producto punto esta relacionado con cos 6.

. Mds propiedades del producto cruz. Si el producto cruz es cero, entonces: (i) la

longitud de uno de ellos es cero, o (i) sen 8 = 0, es decir, 6 = 0, de manera que los
vectores deben ser paralelos.

. Geometria. El valor absoluto del determinante
a b
c d

es el drea del paralelogramo generado por los vectores (a, b) y (¢, d) que parten de
un mismo punto. El valor absoluto del determinante

a b ¢
d e f
g h i

es el volumen del paralelepipedo generado por los vectores (a, b, ¢), (d, e, f) y (g, h, i)
que parten de un mismo punto. La longitud del producto cruz ||a x b|| es el drea
del paralelogramo generado por los vectores a y b. El vector a x b nos da el vector
normal al plano generado poray b.

Ecuacion del plano. Recuerda que la ecuacién de un plano es ax + by +cz+d = 0.
El vector (a, b, ¢) es ortogonal al plano. Si conocemos dos vectores en un plano,
podemos determinar un vector ortogonal a éste usando el producto cruz. Estudia
los métodos 1 y 2 del ejemplo 8.

Distancia de un punto a un plano. Debes entender la deduccién de la ecuacién del
ejemplo 9. Revisa, si es necesario, las propiedades geométricas del producto punto
en la seccién 1.2.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (b) Restamos 12 veces el tercer renglén al primero y restamos 15 veces el primer

renglén al segundo. Luego desarrollamos a lo largo de la primera columna:

36 18 17| |0 —42 41
45 24 20|=]|0 —51 50 =3':‘5‘f ‘5‘(1)'
305 2 3 5 =2

=3(—-2100 + 2091) = —-27.
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5. El drea del paralelogramo es ||a x b||. Calculemos

i j k
axb=|1 -2 1|=-3i+j+5k
2 1 1

y por tanto el drea del paralelogramo es

la x b|| = V9 +1+25=135.

8. El volumen del paralelepipedo es el valor absoluto del determinante de 3 x 3
cuyos renglones son lox vectores componentes. Desarrollamos a lo largo del primer

renglén:
1 0 O
03 -1 =3 :i’=—1.
4 2 -1

Por consiguiente, el volumen es 1.

11. Queremos encontrar el producto cruz y luego normalizarlo. Como 0 es ortogonal
a cualquier vector, podemos ignorarlo. Calculemos:

i j k
v=|-5 9 —4|=113i+17j — 103k.
7 8 9

De manera que

V]l = V1132 + 172 + 1032 = v/23667.

Hay dos vectores ortogonales en direcciones opuestas, que son +v/||v|| = £(113i+

17j — 103k)/+/23667.

15. (a) La ecuacién de un plano con vector normal (4, B, C) y que pasa por el punto
(x0, Yo, 20) es A(x — xp) + B(y — yo) + C(z — 2p) = 0. En este caso la ecuacién es

Ix—1D+1y—-0)+1z—-0)=0 o x+y+z=1

(d) En este caso, el vector normal es paralelo a la recta, por lo tanto debe ser
(—1, =2, 3). Por tanto, la ecuaci6n del plano es

—“1x—-2)-2(0 -4 +3(z+1)=0 0 —x—2y+3z+13=0.

16. (b) Dos vectores que estin en el plano que se pide en este problema son v =
©0-1,1-2-2-0)=(-1,-1,-2)yw=4-00-1,1+2)=(4,-1,3).
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El producto v X w es ortogonal a ambos vectores y, por tanto, normal al plano
que los contiene. Calculemos:

v x w=—5i—5j+ 5k,
entonces la ecuacioén es

—Sx—-1)-5(y—-2)+5z—-0)=0 o —x—y+z+3=0.

18. (a) Sea D la matriz con renglones u, v y w, entonces

upy U2 U3
Vi V2 Vi |.
wp w2 w3

detD=u-(vxw)=

Usa la siguiente propiedad de los determinantes: u - (w x v) corresponde al
intercambio de dos renglones de la matriz D, entonces tenemos

v-(wxu)=(=1)(-1)detD =detD

w-(uxv)=(=1)—1)detD =detD.

Para probar los otros tres, recuerda que u x v= —(v x u).
22. Unarecta perpendicular a un plano es paralela a 1a normal de este plano, de manera
que la ecuacién de esta recta es

I0=01,-2-3)+:3, -1, -2).

25. Seau el vector normal al plano. Entonces u es perpendicular a 3i + 2j + 4k porque
larecta v estd en el plano. El vector u es perpendicular a 2i+j — 3k porque el vector
Ai+ Bj + Ck es perpendicular a todos los vectores del plano Ax + By + Cz = D. Para
encontrar u calculamos el producto cruz de 3i + 2j + 4k y 2i + j — 3k:

i j k
u=|3 2 4 |=-10i+17j—-k.
2 1 -3

Cuando ¢ = 0, encontramos que un punto en el plano es (—1, 1, 2), por lo tanto la
ecuacién del plano es

—10x+D)+17y—1)—(z—-2)=0 ) —10x+17y+z+25=0.

26. Primero encontramos la normal al plano. La normal al plano es perpendicular
a la recta que pasa por (3,2, —1) y (}, —1,2). La ecuacién de la recta I(z) =
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30.

33.

34.

(3,2, —1) + t(2,3, —3). La normal al plano también es perpendicular a la recta
v =(1,—1,0) + (3, 2, —2). Por consiguiente, la normal es (2i + 3j — 3k) x (3i +
2j — 2k) = —5j + S5k. Ahora necesitamos un punto en el plano, digamos (3, 2, —1).
Por lo tanto la ecuaci6n del plano es

Ox-3)—5(—2)+5(z+1)=0 0 —y+z=1

El plano que pasa por el origen y es perpendicularai —2j+kesx —2y+z=0.
Aplicamos la férmula de la distancia con (4, B, C,D) = (1, =2, 1,0) y (x1, y1, 21) =
(6,1, 0).

_ |Ax\+By,+Czi+D| _ 6-2 4 26

d = = =22
VAZ+ B+ C? Vi+d+1 V6 3

Como todos los vectores de este ejercicio son unitarios, [[Nxa|| = sen 8, y [Nxb|| =
sen B,. De la ley de Snell se deduce que n) sen 8, = n; sen 8,. Por consiguiente

n1||N X 3“ = n2||N X b“

Con objeto de demostrar que N x a y N x b tienen la misma direccién, suponemos
que N, a y b estdn en el mismo plano y que a y b estdn del mismo lado de N.
Entonces N x a y N x b son perpendiculares a este plano y paralelos enre si. En
consecuencia n; [N x a|| y nz||[N x b|| son iguales.

Primero se resta 4 veces el primer renglon al segundo. Luego, se resta 7 veces
el primer renglén al tercero. El siguiente paso es el desarrollo en menores a lo
largo de la primera columna. Por dltimo, se calcula el determinante de 2 x 2.

1.4 Coordenadas esféricas y cilindricas

OBJETIVOS

1.

2.

3.

Poder cambiar un vector de un sistema coordenado (coordenadas esféricas, cilin-
dricas o cartesianas) a otro.

Poder describir objetos geométricos con coordenadas cilindricas y esféricas.

Poder describir los efectos geométricos al cambiar de coordenadas.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Repaso. Debes repasar las coordenadas polares en el texto de célculo de una
variable.

2. Coordenadas cilindricas. Se denotan con (r, 6, z), al igual que las coordenadas pola-
res excepto que se ha agregado una coordenada z. Aprende las férmulasx = r cos 0,
y=rsen®,r=1/x2+y?y0 =tan"!(y/x).

3. Coordenadas esféricas. Se denotan con (p, 8, @), p es la distancia al origen. ¢ es el
4ngulo formado por la parte positiva del eje z y 0 tiene el mismo significado que en
coordenadas cilindricas. Aprende las férmulas x = pcosfsen¢, y = psenfsen ¢
y z = pcos @. También aprende que p = /x2+y2+22, 0 = tan~'(y/x) y ¢ =

C()S—l(z/\/Jm) =cos~}(z/p).

4. Grdficas de r, p = constante. Advierte que en coordenadas cilindricas la ecuacién
r = constante describe un cilindro y que en coordenadas esféricas la ecuacién p =
constante describe una esfera. Tal vez has deducido estos hechos de los nombres
de las coordenadas.

5. Cdlculo de 6 y ¢. Recuerda que en este texto ¢ toma valoresde 0 awy 6 vade O
a 2m. En algunos casos es mejor definir 9 en el intervalo de —m a . Debes tener
mucho cuidado al calcular 8. Six = y = —1, entonces tan~!(y/x) = 7 /4, pero si se
grafica (—1, —1) en el plano xy se ve que en realidad 8 = 57/4. Este es el motivo
por el cual los autores son tan cuidadosos con tan~!(y/x) en la definicién. Graficar
x y y ayuda a determinar 8.

6. ry p negativas. Advierte que hemos definido los nimeros 7 y p no negativos. Si
la distancia se da como un niimero negativo, debemos reflejar el punto dado con
respecto al origen.

7. Vectores unitarios en coordenadas cilindricas y esféricas. Los vectores unita-
rios en coordenadas cilindricas son e,, ey y e,. El vector e, es paralelo a la
recta denominada r. El vector eg estd en la direccién en que se mide el dn-
gulo 8 y e, = k. Como es de esperarse, estos tres vectores unitarios forman
una base y e, X es = e;. Sin embargo, estos vectores no son fijos, como en el
caso de i, j y k, es decir, si cambias el punto (;, 8, z), el conjunto de vectores
unitarios gira. Para coordenadas esféricas, también hay un conjunto de vectores
unitarios e,, g y €,. Estos vectores, en t‘érminos de i, j y k, y las coordenadas car-
tesinas del punto se trabajan en el ejercicio 7 (véase mas adelante) de esta seccién.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (a)

(b)

2. (b)

3. (b)

Para convertir a coordenadas rectangulares usamos x = rcos 8 y y = rsen 6:

V2 V2

x=1cos45°=7 y y=lsen45°=7.

Después usamos p = 1/x2 +y2 + 72 y ¢ = cos~!(z/p) para obtener coordenadas

esféricas:
1 1 1 ™
= —+—=+4+1=v2 = -1 ___ = —,
p=1/ 5 + 3 + V2 y ¢ = cos (ﬁ) 3

Por lo tanto, el punto con coordenadas cilindricas (1, 45°, 1) tiene coordenadas
rectangulares (v/2/2, v'2/2, 1) y coordenadas esféricas (v/2, w/4, w/4).
Para convertir a coordenadas cilindricasusamos r = 1/x2 +y2y 8 = tan~! (y/x):

1
r=vV4+ =\/§ y B=tan"5.
Ahora usamos las mismas férmulas que en la parte (a) para obtener coordenadas
esféricas:

2
p=v4+4+1=3 y gp:cos‘l (—3).

Por consiguiente, el punto con coordenadas rectangulares (2, 1, —2) convierte
a coordenadas cilindricas (v/5, tan™! 1/2, —2) y a coordenadas esféricas (3,
tan~1(1/2), cos1(—=2/3)).

Este mapeo toma un punto y lo gira por m radianes alrededor del eje z. A esto
le sigue una refleccién respecto al plano xy. El efecto esencial es que el punto

se refleja a través del origen.

Este mapeo toma un punto y lo refleja a través del plano xy.

5. Sea p > 0, entonces (p, 0, 0) estd en la parte positiva del eje z. Supongamos
que ¢ varia de O a w. Entonces (p, 0, ¢) es la mitad del plano xy en donde x >
0. Si permitimos que 0 varie de 0 a 2w, giramos el semiplano que se describié
anteriormente. Porlotantop > 0,0 < 0 < 2wy 0 < ¢ < 7 describe todos los
puntos de R3.
Si p < 0, las coordenadas no son tnicas. Por ejemplo, (x, y,z) = (1,0, 0) tiene
coordenadas esféricas (v/2, 7/4, w/2) 0 (—V/2, 5w/4, w/2).

7. (a)

Primero, e, es el vector unitario paralelo al vector (x, y, z), por consiguiente, la

férmula es
xi+yj+zk

V2 +yr e
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€
z

€g

e‘P 4‘
T €

y P (2]
x,y,0)
X X '

Luego, ey es paralelo al plano xy y denota la direccién en que se mide el angulo
0. Es perpendicular a r = (x, y, 0), de manera que (ai + bj) - (xi +yj) = 0. Como
queremos que 8 se mida en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj,
a = —y (enlugardey) y b = x. Por lo tanto,

—yi +xj
v x? +y2.

Para encontrar e, observamos que puesto que e,, €y y €, €s un conjunto de
vectores ortonormales; éstos forman un sistema coordenado de 1a mano derecha
con e, X ey = €,. Por consiguiente

_ x5y, x) x (=y,x,0) —xzi — yzj + o +y>)k

e .
¢ rp \/x2+y2\/x2+y2+z2

9. (a) Lalongitud de xi + yj + zK es \/x2 + ¥ + 72, 1a cual es la definicién de p.

(b) Observaque ||v|| = /x2+y2+z2 =pyv-k =z, porlotanto, ¢ = cos™'(z/p) =
cos~(v - k/||v|D.

(c) Observa que [|u|| = v/x2 + y2, que es la coordenada cilindrica r y u - i = x; por
consiguiente, 8 = cos~'(x/r) = cos~!(u - i/||u])).

13. Observa que ¢ estar4 entre /2 y w debido a que la region esta en el hemisferio

% 2 dlém
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inferior. Del tridngulo vemos que cos a = (d/6) + (d/2) = 1/3, entonces, tenemos
m—a<¢<mow—cos'(1/3) < ¢ < m. Ahora, p puede ser tan grande como
d/2; sinembargo, conforme p se hace més pequeiio, su limite inferior depende de ¢.
Toma cualquier ¢, entonces ¢ + 3 = Y, si revisas el diagrama, cos B = (d/6) -+ p.
Una simplificacién nos da d/(6cosB) = p = d/(6cos(w — ¢)) = —d/(6cos ¢).
En consecuencia, —d /(6 cos @) < p < d/2. Hasta este momento hemos descrito
la seccién cruzada en un cuadrante. El volumen entero requiere una revolucién
alrededor del eje z, de manera que su descripcién es

d d
- <p<l s
6cos ¢ 2

0<0<2m, y w—cos™! (%) <¢<m

1.5 Espacio euclidiano n-dimensional

OBJETIVOS

1.

Poder extender las ideas de las secciones anteriores a R".

2. Multiplicar matrices.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

El espacio R". La mayor parte del texto toma los ejemplos en los espacios eucli-
dianos que podemos vizualizar, R? y R3. Muchas de las propiedades que cumplen
estos espacios también las cumple R”. La suma de vectores, lalongitud de un vector,
el producto punto y la desigualdad del tridngulo se definen de manera similar.

. El producto cruz no se puede generalizar. El pruducto cruz de R? no tiene una

generalizacié6n sencilla en R” cuando n > 4.

La base usual de R". El andlogo a los vectores i, j y k se denota con e;. El vector e;
es(0,0,...,1,...,0), donde el 1 estd en la i-ésima posici6n. €; y €; son ortogonales
sii # J.

Matrices. Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros. A diferencia de los
determinantes, una matriz no tiene un valor numérico. Debes recordar que se
menciona los renglones antes que las columnas. Entonces una matriz de n x m
tiene n renglones y m columnas. La entrada (i, j) es un nimero localizado en el
renglén i y la columna j.

. Multiplicacién de matrices. Debes practicar la multiplicacién de matrices hasta que

te resulte natural. Supdn que las componentes de A son a;; y las de B son by;, donde
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A es una matrizde m X p 'y B es una matriz de p x n. Entonces las componentes de

AB son
p

(@bYmn = Y Amjbijn.
j=1
Podemos multiplicar una matriz de m x p por una de p x n, es decir [m x p][p x n].

Observa que el nimero de columnas de A es igual al niimero de renglones de B (p
en este caso).

. La no conmutatividad de la multiplicacién de matrices. En general, AB # BA. De

hecho, AB puede estar definida sin que BA lo esté. Sin embargo, la multiplicacién
de matrices es asociativa, es decir (AB)C = A(BC) si el producto ABC esta definido.

. Matrices y transformaciones. Una matriz de m X n puede representar una trans-

formacién lineal de R"” en R™. Para ver esto, sea A la matriz y X un vector en
R", representado en forma de matriz de n x 1 y y un vector en R™, una matriz de
m x 1. Entonces la matriz A lleva el punto de R” a un punto en R™ mediante la
ecuacion Ax =y.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (a) Usamos las propiedades de longitud y producto punto:

Ix+y[?+[x —yIP = (x+y) - x+ P+ x—y) - (x—y)
=X -X+2X y+Y ' y+X-X—2X-y+y-y

=2x-x+2y -y = 2|[x|* + 2|ly||.

4. Para verificar la desigualdad de CBS, calculamos:

[Ix - y|| = [(1)(3) + (0)(8) + (2)(4) + (6)(1)| = 17.
IX||=v1+0+4+36= Va1,
lyll = V9 +64 + 16+ 1 = v90.

Entonces, tenemos |x - y| = v17v17 < +/41v/90 = ||x||||y||- Para la desigualdad
del tridngulo calculamos

Xx+y=(4,628T17

Ix+y|| = V16 + 64 +36 +49 = /165 < 13.

Efectivamente, tenemos X +y|| < 13 < 15=6+9 < V41 + /90 = ||x|| + ||y/|-
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8. Calculamos:

31 3 4 0 O
AB=[5 -1 1 ] y A+B=|:3 2 O]
1 1 -1 1 11

Si desarrollamos por menores sobre el primer rengl6n, obtenemos

detA=3|2 ‘1‘+1'1 2‘=6—2=4.

0 1 1 0
detB:l(l) éi-ﬂ% ?\:—3,
der(aB)=3| 7! jl'—llf _11‘—3’§ ‘11|=—12, y
det(A +B) =42 (1).=8.
11. (a) Paran =2:
det\A) = ;Z;i ;z; = \2(ay1a2 — apzaz) = N2 det A.
Paran = 3:

\a 11 )\alz )\a13
Xan Xazz )\azg
)\a31 )\agz )\a33

= Aay; (det(\A})) — hapa(det(NAz)) + haj3 (det(MA3)).
=\ N(a;, detA; —a;; detA, + a3 detAy)
=\ detA,

det\A =

donde Aj, A, y A3 son las matrices de 2 x 2 que se obtienen al desarrollar a lo
largo del primer renglén.

Supongamos que para n = k, det(AA) = A\*detA. Entonces paran = k + 1,
det(A\A) se puede calcular mediante un proceso anélogo al del caso de 3 x 3:

det(AA) = hay1 (det(AA)) — hajz(det(\A2)) + - - - + (—1)*Aayk (det\Ak.1))
=\"*detA,

donde A}, A3, ..., Ax son las matrices de k& x k que se obtienen al desarrollar a
lo largo del primer rengl6n.
Por induccién, det(AA) = \" det A para una matrizA de n x a.
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14. Supongamos, como en el libro, que det(AB) = (det A)(det B). Entonces det(ABC) =
det [(AB)C] = det(AB)det(C) = (det A)(det B)(det C). (E! estudiante puede verifi-
car nuestros supuestos directamente.)

17 Multiplicamos las dos matrices para obtener la matriz identidad:
a b 1 d -b|_ 1 a b||d -b
c dlad—bc|—c a | ad—bc|c d||—c a
_ 1 ad — bc 0 _|1 o
“ad—bc| O ad—bc| |0 1]

De manera similar podemos demostrar que
1 d —b a b|_|1 0
ad —bc |—c a c d| |0 1|

1.R Ejercicios de repaso del capitulo 1

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. v+w=(3,4,5+(1,—-1,1) =(4,3,6) = 4i + 3j + 6k; v + w es la diagonal de un
paralelogramo cuyos lados son vy w.
3v=3(3,4,5)=(9 12, 15) = 9i + 12j + 15k; 3v tiene la misma direccién que v con
3 veces su longitud.
6v + 8w = 6(3,4,5) + 8(1,—1,1) = (26, 16, 38) = 26i + 16§ + 38k; 6v + 8w es la
diagonal de un paralelogramo cuyos lados son 6v y 8w. 6v tiene la misma direccién
que v con 6 veces su longitud, y 1o mismo ocurre para 8w.
—2v = =-2(3,4,5) = (—6, -8, —10) = —6i — 8j — 10k; —2v es un vector con
direccién opuesta a v y 2 veces su longitud.

8w+ 6v ..

8w
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v-w=3)(1)+@)(—1)+(5)(1) =4; v - wes el nimero ||v]|||w]|| cos 8, donde 6 es
el d&nguloentre vy w.

i j ok
vxw=l3 4 si=|* liz? S +1? Y lk=vi+2i-7k:
SR Il FS Y Ll PR Ll PO

v x w es perpendicular a vy a w. Su longitud es el 4rea del paralelogramo generado
porvy w.

. (a) Si usamos la forma punto-direccién de la ecuacién de la recta, obtenemos

1) =(0,1,0)+:3,0,1).

(b) Si usamos la forma punto-punto de la ecuacién de la recta, obtenemos () =
a+tb—2a)=(0,1,1)+¢[(0,1,0)— (0,1, 1)] =(0, 1, 1)+ (0,0, —1).

(c) La normal al plano es (g, b, ¢) = (—1, 1, —1), de manera que la ecuacién del

plano es
alx — xo) + b(y — yo) + c(z — 20) = 0,
es decir,
~1lx—-1D+1y-1)—-1z—-1=0
o
x—y+z=1L
. () v-w=(13)+@2)(1) + (-=1)(©0) = 5.
i j k _ _
) vxw=|1 2 —-1|= 2 1 i— 1 1j+ 12 k =1i-3j - 5k.
31 0 1 0 3 0 3.1

(b) Calculamos ||v]| = v1+4+1=16Yy ||w|| =9+ 1+0 = +/10. Entonces la
definicién del producto punto y el resultado del ejercicio 5(b) nos dan

vV-woo 5 _ 5 _ 5
Ivliilwll  v6v/10 60 2V15

cos 0 =

(b) El érea de un paralelogramo es la longitud de v x w. Si usamos el resultado
del ejercicio 6(b) obtenemos ||v x w| =[1+9+ 25]1/2 = 1/35.

Calculamos los siguientes productos usando el hecho de que u, v y w forman una
base ortonormal:

a-u=(au+pv+yw) - u=a.
a-v=(au+pBv+yw) v=_.

a-w=(au+pBv+yw) w=ry.
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La interpretacién geométrica es que a - u es la proyeccion de a sobre u; lo mismo
ocurre para los otros vectores.

15. De la definicién de producto punto y del hecho de que u - u = ||u||?, calculamos

cp__V-a _lalb-a+bljal> _b-a+|bijal
T 7 R T R
co__v-b__ lalllib]>+|ibja-b _ Jalijbj+b-a
R o T v 1

Como el angulo entre a y b es el mismo que el dngulo entre b y v, el vector b
debe bisecar el d4ngulo entre a y b.

18. (a) Larespuestaessi: a-b=a’-bimplicaa-b—a’-b=0o0(@a—a’)-b=0
para toda b. Elegimos b = a — a’ para obtener ||a — a’||?> = 0, de manera
que a — a’ = 0, lo que significaque a = a’.

(b) La respuesta es si. Sia x b = a’ x b para toda b, podemos concluir que
(a —a’) x b = 0 para toda b. Elegimos b como el vector unitario ortogonal a
a — a’. Por la definicién del producto cruz, esto implica que ||ja — a’|| = 0, de
manera que a = a’.
Debes notar que este problema contiene un punto muy sutil: nuestra hipdtesis
es que a X b = a’ x b para toda b; si queremos demostrar que la propiedad
establecida no es cierta, debemos poder encontrar alguna b tal que paraa = a’,
axb#a xb.

22. (e) ' Notemos que las coordenadas x y y estdn
en el tercer cuadrante del plano xy. Usa-
remos las definiciones de la seccién 1.4:
3 para coordenadas cilindricas, calculamos:

r=v/x2+y?=V12+4=4

43KY _ -1 (Y\ _ a1
- > 0 =1 +tan (x)—Tr+tan ﬁ
- y

v v
=m+—-+7—.

6 6
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Por lo tanto, las coordenadas cilindricas son (4, 71 /6, 3).
Para coordenadas esféricas, calculamos

p=vVx2+y2+22=V/12+4+9=5.

4
gp:cos‘l (£> =cos™! (—)
p 5

Por lo tanto, las coordenadas esféricas son (5, 77/6, cos‘1(4/ 5)).

23. (b) Si usamos las férmulas de la seccién 1.4,
calculamos:
V3

x=rcose=3—2—

1
y—rsen9—3§.

De manera que las coordenadas cartesinas
son (3v/3/2,3/2, —4).

Para coordenadas esféricas, calculamos:

Por lo tanto, las coordenadas esféricas son (5, w/6, cos~!(—4/5)).

24. (b) Si usamos las férmulas de la seccién 1.4,

calculamos:
1
x=pcosBseng = 2(0)5 =0,

1
y=psenfseneg = 2(—1)5 =-1,

z=pcos‘p=2§=\/§.

De manera que las coordenadas cartesianas son (0, —1, V3).
Para coordenadas cilindricas, calculamos:

r=+/x2+y2=v/0+1=1.

Observamos que x = 0y y = —1, por lo tanto, 8 = 37/2. Por consiguiente, las
coordenadas cilindricas son (1, 37/2, \/3_3).
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28.

33.

36.

39.

CAPITULO 1 LA GEOMETRIA DEL ESPACIO EUCLIDIANO

Usando los métodos de la seccidn 1.5, obtenemos

3 0 1711 O lw r3 0 47
AB=|2 0 1 11 1/=|2 0 3
L 0

L1 0 1JLO 0 1] L1 2]
y
1 0 1773 0 17 14 0 47
BA=|1 1 2 0 =16 0 3.
L0 0 11 Ll 0 1. L1 0 24

Es fécil ver que AB # BA.

(a) resel vector 7i + 2j, por lo tanto, W = F - r =70 cos 6 + 20 sen 6.
(b) SiF tiene magnitud 6, entonces F = 6 cos 8i+6 sen 8j. Como 6 = w/6, tenemos
F = 6(+/3/2)i + 6(1/2)j, y por lo tanto W = F - r = (211/3 + 6) pie-Ib.

Restamos el primer renglén a los renglones segundo y tercero, luego desarrollamos
por menores usando la primera columna y obtenemos

2
2
2

1 X x?
0 y—x y?—x
0 z—x z2—x%

= -0 - -0 - =@ -)z—x)z—y) # 0

1 x x
1 y vy
1 z 2z

2
2

y—x ¥ —x
7—x ¢ —x

= 2 =

si x, y y z son diferentes. En el dltimo paso usamos el hecho de que (22 — x?) =
(z —x)(z+x).

(a) Identificamos a - (b x ¢) como un triple producto escalar. Sea a = (a3, ay, a3)
y usamos una notacién similar para b y ¢. Por lo tanto,

a a a3
V=‘g b1 b;)_ b3 .
C1 C2 C3

(b) Usamos la férmula de la parte (a) y restamos el primer renglén al segundo:

N T T Y PN L
gl =1 li=gl0 =2 0l=g| =3
1 1 0 1 1 0

Tomamos el valor absoluto y el volumen es 1/3.

Un vector que es normal al primer plano es v = 8i + j + k. Un vector que es normal
al segundo plano es w = i — j — k. El producto cruz v x w de estos vectores
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47.

normales es ortogonal a cada uno de ellos, por lo tanto, debe ser paralelo a los dos
planos. Calculamos v x w = 2i — 7j — 9k, entonces el vector unitario que se pide

es (2i — 7j — 9k)//134.

Queremos un vector v = ai+ Bj+yk, tal que ||v|| = 1. De la definici6n de producto
punto sabemos que

V3 v V3
cos30° = — = —, asi, v=—i+Bj+vk
2 vl 2
Como forma 4ngulos iguales con j y k, debemos tener B = y. Como ||v|| = 1,

determinamos que B =y = 1/2\/5. Por lo tanto,






CAPITULO 2
DIFERENCIACION

2.1 Geometria de las funciones con valores reales

OBJETIVOS

1. Definir una grifica, una curva de nivel, un conjunto de nivel y una seccién.

2. Poder graficar una funcién f: R> — R.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. f:A C R" — R™ describe a una funcién f. El dominio es A4, el cual
es un subconjunto de R". Los puntos de A se mapean en la imagen, el cual es
un subconjunto de R™. La unica restriccién sobre n 'y m es que -deben ser enteros
positivos.

2. funciones de valores reales. En esta seccion estudiamos el caso en el que el valor
de mes 1 en la notacion f:A C R" — R™. Una funcién de valores reales asigna
un nimero real iinico a cada elemento de A.

3. Grdficas. La grificade f:A C R" — R se dibuja en el espacio R**!. Six es un
punto de A, entonces la grifica consta de todos los puntos de R™*! que tienen la
forma (x, f(x)), donde f(x) es un nimero real.

4. Conjunto de nivel. Es la grifica del conjunto de los puntos x que satisfacen una
ecuacién de la forma f(x) = ¢, donde ¢ es una constante (un nimero fijo). En R?
estos conjuntos se [laman curvas de nivel y en R3 se llaman superficies de nivel. Los
conjuntos de nivel son importantes para graficar.

5. Secciones. Son intersecciones de una grifica con un plano. En general, en el
caso de R? las secciones mds iitiles para graficar son intersecciones con los planos
x = constante y y = constante.

6. Cdémo graficar en R>. La mejor manera de trazar una grifica en R? es dibujar las
curvas de nivel para z = constante. Luego levantar o bajar las curvas a la “altura”
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para z = constante. Analizar las secciones ayuda a completar la grafica. Es buena
idea repasar el método para trazar la gréfica de una elipse, una hipérbola, un circulo
y una parabola en €l libro de célculo o de precélculo.

. Trazado de planos. Muchos de nosotros no somos buenos artistas, y la geometria

tridimensional puede resultar frustrante debido a este problema m4s que a una falta
de entendimiento de las matematicas. El trazado de planos es més sencillo cuando
se dibujan tres puntos no colineales (usualmente en los ejes coordenados) y luego se
hace pasar un plano por ellos.

Esferas. En general, la ecuacién (x — a)® + (y — b)? + (z — ¢)? = r? representa una
esfera de radio r y centro en (q, b, ¢).

Cilindros. Una superficie en R se llama cilindro si alguna de las variables x, y o z
no aparece en la ecuacién. La gréfica de un cilindro se puede dibujar trazando las
curvas de nivel en el plano donde la variable que falta es cero. Luego se mueve la
curva a lo largo del eje de la variable que falta.

Grdficas en R*. El ejemplo 5 presenta una funcién cuya grifica no se puede dibujar
en papel. Para ver la “grafica”, se puede imaginar un movimiento que muestre las
esferas concéntricas expandiéndose.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1.

(a) Para determinar las curvas de nivel nos fijamos en la ecuacién ¢ = x —y + 2,
donde ¢ es una constante. Esta ecuacion es equivalente ay = x + (2 — ¢), que
es la ecuacién de una recta con pendiente 1 y ordenada al origen 2 — c.
La grifica de f es un plano que interseca a los ejes en (—2,0,0), (0,2, 0)
y (0,0, 2).

1
s
7
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(b) Nosfijamosenc = 1—x>—)y” parac = constante. Estaecuacién es equivalente a
x2+y? = 1 —c, lacual es una ecuacién de un circulo de radio /1 — ¢, centradaen
el origen si ¢ < 1. Si ¢ = 1, entonces la curva de nivel es el origen. No hay
curva de nivel sic > 1.

(3) Sustituimos x = rcos® y v = r sen 8 para obtener z = (r cos 8)? + (rsen 8)* =
r2(cos? 0 +sen”0) = r>. Ya que z = r* no depende de 6, la forma de la gréfica
no depende de 6.

Para ¢ igual a constante, la ecuacién ¢ = /100 — x2 — y2 es equivalente a ¢* =
100 — x2 —y? 0 x> + 3> = 100 — ¢%. Las curvas de nivel son circulos de radio
V100 — ¢2, centradas en el origen. De manera que, para c = 0, 2, 4, 6, 8, 10, los
radios son 10, v/96, v/84, 8, 6 y 0, respectivamente. Si dibujamos las curvas de
nivel y las levantamos al valor correspondiente de z, obtenemos la siguiente grifica.
La grifica de f(x, v) es un hemisterio. Las curvas de nivel y las grificas se muestran
a continuacién.

74

Las curvas de nivel tienen ecuacién ¢ = x/y o ¥ = x/c¢, donde ¢ es una cons-
tante. Estas curvas de nivel son lineas que pasan por el origen con pendiente 1/c.
Una restriccién es que y # 0. Observa que cuando x se mantiene constante, las
secciones son las hipérbolas ¢ = yz, y cuando y se mantiene constante, obtenemos
las rectas ¢ = x/z. Si ponemos la informacién junta, obtenemos el *“‘plano torcido”
que aparece en la grifica.

Las superficies de nivel tienen la ecuacién ¢ = 4x% +y* + 9z2. Si ¢ < 0 no hay
superficie de nivel. Si ¢ = 0, la superficie de nivel es el origen. Sic > 0,
nos debemos fijar en las curvas de nivel para k constante, es decir analizar ¢ — 9k? =
4x+y*. Observemos que si 9k < ¢, entonces las curvas de nivel son elipses que se
hacen mds pequeiias cuando |k| se aproxima a /c/3. De manera similar, vemos que
las secciones de nivel paralelas al plano yz tienen la ecuacién ¢ — 4k* = y? + 922,
que son elipses cuyo “radio” decrece cuando |k| se aproxima a v/c/2. También las
secciones paralelas al plano xz tienen la ecuacién ¢ — k2 = 4x2 +9z2, que son elipses
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que se hacen mds pequefias si |k| se aproxima a /c. Las superficies de nivel son
elipses si ¢ es positiva.

z ZA
; 4 R
4,
y

X

17. Se dibuja la gréfica de z = |y| en el plano yz. Como x no aparece en la ecuacion,
este dibujo se desplaza a lo largo del eje x y obtenemos la gréfica en R>.




2.1 GEOMETRIA DE LAS FUNCIONES CON VALORES REALES 31

22. Laecuacién se puede escribir en la forma (x? = 2x+ 1) +y? = lo(x — 1)2+y? = 1.
En el plano xy es un circulo con radio 1, con centro en el (1, 0). Como z no estd en
la ecuacién, puede tomar cualquier valor, por lo tanto, el circulo se desplaza a lo
largo del eje z.

(1,0, 0)
< &

25. Trazamos la gréfica de z = x* en el plano xz. Luego desplazamos la grifica a lo
largo del eje y y obtenemos un cilindro parabdlico. La grifica se muestra en la
siguiente pagina.

AZ

29. Una ecuacién equivalente es 4x? + 2z2 = 3y%. Cuando y = 0 la curva de nivel es
el origen. Cuando y # 0 tenemos secciones de nivel cuyo centro esta en el eje
y. El eje mayor de cada una de estas elipses es paralelo al eje z y el menor es
paralelo al eje x. Las elipses son mas grandes conforme |y| aumenta. Con objeto de
completar la grifica, notemos que cuando x = 0, las secciones son las lineas rectas
z= :i:\/m. Por lo tanto, nuestra grafica es un cono.

32. Sustituimos x = r cos 8y y = r sen 8. Por consiguiente, six?>+y? = r> # 0, entonces
z2=f(x,y) = 2xy/ (x> + y?) = 2(r cos 0)(r sen 8)/r? = r*(2sen 0 cos 8)/r? = sen 26.
Asi, la funcién se reduce az = sen20sir # 0. Si —1 < z < 1, la curva de nivel
es una o dos rectas que pasan por el origen y que satisfacen z = sen 20 (véase la
gréfica de la izquierda). Silevantamos las gréficas a una altura en la que z = sen 20,
obtenemos la grafica de un “plano torcido”. (Véase la gréfica en la siguiente pdgina.
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La recta punteada es una porcién del plano xy.) Siz > 10z < —1, no hay curva
de nivel. Notemos que el plano se hace mas llano conforme r crece.
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2.2 Limites y continuidad

OBJETIVOS

1. Poder definir los siguientes conceptos: disco abierto, conjunto abierto, vecindad,
punto frontera, limite, continuidad.

2. Determinar donde es continua una funcién.

3. Dada una funcién, poder calcular un limite o demostrar que tal limite no existe.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Seccion teorica. Esta seccion no es esencial para los cilculos de tipo numérico.
Es posible que el profesor decida no dar mucho énfasis al material de esta seccién.
Usa los apuntes para determinar qué importancia tiene la seccién para el curso.

2. Definiciones. (a) Un disco abierto es el conjunto de los puntos x alrededor de xo,
tales que ||x —Xo|| < r. Esto se denota con D,(xo). Observa la desigualdad estricta.
(b) Un conjunto abierto U es un conjunto tal que todo punto X tiene un disco abierto
completamente dentro de U. Necesitards encontrar una r cuando demuestres que
es un conjunto abierto.

(¢) Una vecindad es un cojunto abierto que contiene a Xo.
(d) Un punto frontera de un conjunto A no tiene vecindades contenidas totalmente
en A o en el complemento de A.

3. Repaso. Debes repasar los conceptos de limite y continuidad en tu libro de cilculo
de una variable antes de continuar.

4. Limites. Debes notar que en la definicién de limite no se pide que xq sea elemento
de A, x¢ puede estar en la frontera de A. Tampoco es necesario que f(xp) esté
definido. El valor del limite sélo depende de los valores de x cercanos a xo. En las
demostraciones se necesita elegir U, que depende de N.

S. Propiedades de los limites. En la mayoria de los casos coinciden con lo que intui-
tivamente se espera que sea vilido. Observa que en las propiedades sobre multipli-

caciones y divisiones la funcién toma valores en R!.

6. Continuidad. Al igual que en la definicién para funciones de una variable, una
funcioén f es continua en X si

1im f(x) = f(xo),
x—%o



34 CAPITULO 2 DIFERENCIACION

es decir, el Iimite es igual al valor de la funcién. El valor limite que aparece
en el lado izquierdo de la igualdad depende del valor de la funcién cerca de xp.
El valor que aparece en el lado derecho, f(xp), depende de xp.

7. Lano existencia de limites. Algunas veces es facil demostrar que el limite no existe.
Para lo cual, se calcula el limite de f cuando x es constante y luego cuando y es
constante; si los dos resultados son diferentes, entonces el limite no existe.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) TomemosO < r < y,entonces paracadapar (x, y), el discoabierto D,(x, y) C B.
(d Sabemos, por las partes (a), (b) y (c)
y‘ que A, B 'y C son abiertos. En el
: caso de A U B U C tomamos el mas
pequefio de los radios usados en las
partes (a), (b) y (c). En la figura, el
disco a rayas es el mismo que usamos
en la parte (b) y el disco negro es el
mismo que usamos en la parte (c).

4. (d) Si utilizamos las propiedades de los limites y la sugerencia para la parte (c),
calculamos

5. (d) Recordemos la definicion de derivada: f/(xo) = lim,_¢ (f(xo +h) —f(xo)) /h.
Si hacemos f(x) = e* y xo = 0, obtenemos

. eh -1 . eO+h _ 60 d
Iim = lim =

h—0 h h—0 h dx '*‘:0:1'

6. (b) Es evidente que el limite del numerador es 0, y que el limite del denominador
es 2 # 0, por lo tanto, el limite del cociente es 0/2 = 0.
(d) Primero se mantiene y constante y se hace tender x a 0. Luego usamos la regla

de L’Hépital:
m cosx — 1 —(x%/2) iy ZSEAX =X —cosx — 1
=1lim ———= = —
it X Pt R x00 1242

El dltimo limite tiende a —oo, por lo tanto, el limite no existe.

7. (c) Si utilizamos el hecho de que el limite de un vector es el limite de cada com-
ponente (teorema 3(v)), obtenemos 1im,_,;(x2, €*) = (1, ¢).
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9. Seat = xy, y si aplicamos el teorema 5, obtenemos

-,

sen.xy . sent
= lim =1.
(xy)—(00) xy =0 t

12. f(x) = (1 — x)® + cos(1 +x*) es la suma de dos funciones. La primera es u® con
u = 1 —x. Como u es continua, del teorema 5 obtenemos que (1 — x)? es continua.
La segunda funcién es cosvconv =1 — x3. Oftra vez, como v es continua, del
teorema 5 se deduce que cos(1+x>) es continua. La suma de funciones continuas es
continua, por consiguiente, f(x) es continua.

15. (a) Podemos obtener una funcidn continua si igualamos f(Xg) y limy—,x, f(X). De la
misma manera que en el ejercicio 9, podemos hacer t = x +y, por consiguiente

s

sen(x +y) .
= lim
@)N—00 (x+y) —0

sent
=1

Entonces, definimos
sen(x +y)

(x+y)
para x =y = 0 y tenemos una funcién continua.
(b) Primero notemos que si x =y, entonces
x? 1

Ii a4 lim

im ———= — i
=00 x2+y? x—02x2 2
Por otro lado, si x = —y, entonces

i xy i S

im ———=Ilim—-—75=—.

@)—00 x2+y2  x—0 2x2 2

Como el valor depende de la direccién a la cual nos aproximamos, el limite no
existe en el origen, por tanto no es posible obtener una funcién que sea continua
en el origen.

18. (b) YA Y

Y

y=1/[x| y=1/x

\j
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Queremos encontrar una & para cada N > 0 tal que 0 < x < 8 implique
1/|x| > N. Sea0 < 8 < 1/N, entonces |x| < 1/N implica que 1/|x| > N.
Esto no es cierto si se omite el valor absoluto, es decir, 1im,_,o(1/x) puede ser
+00 0 —00, dependiendo del lado de 0 al que nos aproximemos (véase la figura
de la pagina 35).

23. (a) Por la desigualdad del tridngulo, |a® +3a*+a| < |a’|+3|a?|+|a|; como |a| < 1
(suponemos que es pequefio porque 8 es pequefio), la expresién anterior es
menor (0 igual) que S|al. Elegimos & < (1/500), entonces para |a| < 3§,
|a® + 3a® + a| < 1/100 (advierte que tenemos una estimacién muy burda; es
probable que una 8 mas grande también funcione si trabajamos para mejorar la
desigualdad).

2.3 Diferenciacion

OBJETIVOS
1. Poder establecer la definicién de derivadas parciales.
2. PoderA calcular una derivada parcial o una matriz de derivadas parciales.
3. Poder calcular un gradiente.

4. Poder calcular un plano tangente.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. Clase C" significa que la n-ésima derivada es continua.

2. Derivadas parciales. Apréndete la definicién

— = lim
ax; h—0 h

of fOo, o xi+h oo, x) —fxy, .o Xy, Xn)

Para calcular 9f /dx; sin la definicion, se consideran constantes todas las variables
excepto x; y se deriva utilizando los mismos métodos usados en calculo de una
variable. La diferenciacion se realiza con respecto a la variable x;.

3. Notacion para derivadas parciales. En muchos textos se usa f, en lugar de 9f /ox.
Si queremos evaluar en un punto dado escribimos

S

3x | zo.y0)’

0z

— si z2=f(xy).
0x | (x0,50) f( y)

af
a(xo, Yo Selcouyo)
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4. Plano tangente. La ecuacién del plano tangente para una funcién f(x, y) esta dada
por

of of
z=f(x0,y0) + —= (x —x0)+ = O = o).
0x | (xo.0) 9y ltxo.0)
Esta ecuacidn se utiliza para calcular una aproximacién lineal. Compara esta ecua-

cién con la ecuacién de una recta tangente y la aproximacién lineal en el caso de
una variable. Consulta en la seccién 2.5 una generalizacién.

5. Diferenciabilidad. La ecuaci6n (2) nos indica que f: R — R es diferenciable si el
plano tangente se aproxima a f (xo, yo) cuando (x, y) tiende a (xp, yo). Por otro lado,
sif: U C R" — R”™, entonces

i WO —f(x0) = Tx —x0)]| _
X=X lIx — o

O)

donde T: R" — R™ es la derivada. Debemos poder obtener la ecuacién (2) de esta
definicién. Esta definicién de diferenciabilidad es mds importante para el trabajo
tedrico.

6. Gradiente. El gradiente es un vector cuyas componentes son las derivadas parciales
de f, con 9f /ox; en la i-ésima. En este caso, f es una funcién de valores reales.
Este operador se denota con el signo V. Algunas veces se denota con “grad”. Para
funciones f: R> — R, debes recordar la férmula

P
Vf = axH ayj+ azk.

7. Derivada de una funcion de valores vectoriales. Consideremos una funcién
f:R" — R™. La derivada es una matriz de m x n de derivadas parciales. La
imagen consta de vectores de m componentes. Podemos pensar que las componen-
tes son funciones reales de variable vectorial, entonces cada renglén de la matriz
derivada es un gradiente. La matriz derivada de f, valuada en Xq, se denota con

Df (x0).

8. Aspectos importantes. La diferenciabilidad de una funcién implica su continuidad,
pero la continuidad no implica diferenciabilidad. La existencia de derivadas par-
ciales continuas implica diferenciabilidad, pero el converso no es verdadero. Siuna

funcién es diferenciable, entonces las derivadas parciales existen, pero el converso
tampoco es verdadero.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

L. (b)

2. (b)

3. (b)

4. (b)

6. (b)

7. (b)

Si mantenemos y constante y derivamos con respecto a x, obtenemos df /dx =
ye¥. Por simetria, df /dy = xe™’. En este problema lo inico que hicimos para
calcular df /dy fue intercambiar x y y. A esto es a lo que nos referimos cuando
decimos “simetria”.

Mantenemos y constante y derivamos con respecto a x. Obtenemos

oz 1 1 1y
ax Jitxy 2T+xy 0 2(L+xy)’

de manera similar,
9z X

ay 2 +xy)
En (1,2), 9z/dx=1/3y az/dy = 1/6. En (0, 0), 9z/3x = 3z/dy = 0.

Mantenemos y constante y usamos la regla del cociente para calcular:
ow 2(x® — y¥) — 2x(x* + y?) B —4xy?
ax (x2 — y2)2 - - y2)2’

Mantenemos x constante y usamos la regla del cociente para obtener:

aw _ 2y =y = (=200 +yD) . axly
ay (o2 —y2y? T2y

Debemos demostrar que las parciales son continuas en el dominio: df /ox =
1/y — y/x* = (x® — y?)/x*y, que es continua para x # Oy y # O,
af /dy = —x/y* + 1/x = (y* — x?)/xy?, que es continua parax # Oy y # O.
Entonces f(x) es C! porque sus parciales existen y son continuas.

La ecuacién del plano tangente estd dada por z = z9 + [fi(x0, Yo)I(x — xp) +
[fy(x0, Y0)1(y — yo). Si utilizamos el resultado del ejercicio 1(b), calculamos:
of of
A - 1; _ = O; 0, D=1.
dx 1¢0,1) dylw1 FO.D

Por lo tanto, el plano tangentees z=1+1(x —0)+0(y — 1)oz=1+x.

El primer renglén tiene las derivadas parciales de xe” + cosy, el segundo ren-
glén contiene las de x y en el tercer renglén estdn las de x + €. La primera
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columna contiene las derivadas parciales con respecto a x y la segunda co-
lumna contiene las derivadas parciales con respecto a y. Entonces, la matriz de

derivadas parciales es
e xe¥ —seny

1 24

8. (b) La funcién f es un mapeo de R? en R?, por lo tanto, la matriz de parciales es de
2 x 3. Sea fy(x, y, 2) = x — y la primera componente de f. De manera similar,
sea f>(x, y, z) = y + z. Entonces

% o
_|oax a9y oz |_|1 -1 0
Df(X,y;Z)— a_fZ —af_z a_f2 = [0 1 1
ox 9y 0z

11. Siusamos el resultado del ejercicio 1(b), x(9f /ox) = xye™ = y(of /9y).

12. (b) Utilizamos la férmula de la aproximacién lineal, que es la misma que la del
plano tangente: z = zo+[f;(x0, y0)1(x —x0)+[fy (X0, ¥0)1(y —¥0). Seaz = f(x,y) =
2 +y —6xy,x=1,x=0.99,y,=2yy=2.01. Calculamos:

of

s 3x* — 6y, porlotanto, f(1,2)=—9.
9
a_j; =3y —6x, porlotanto, f£,(1,2)=6.

En consecuencia, nuestra aproximacién lineal es z ~

=3 + (—9)(-0.01) +

(6)(0.01) = —2.85. El valor real es —2.8485.

13. (c) El gradiente se define como el vector (3f /dx, of /3y, 9f /9z). Por consiguiente,
Vf(x, y, 2) = 2%€* cos yi — z%€* senyj — 2ze* cos yk.

14. (c) Elplano tangente se define con Vf(xo)-(x—~Xo) = 0. Del ejercicio 13(c) tenemos
V£(1,0, 1) = ei+2¢k, por lo tanto, el plano tangente es e(x — 1) +2e(z — 1) =0

ox+2z=3.

17. Calculamos V£(0,0, 1) = (2x, 2y, —22)|0.0,1) = (0, 0, —2) = —2k.

20. Queremos encontrar T en la ecuacién (4). Por linealidad, f(x) — f(xo) = f(x — Xp).
Si denotamos x — xo con h, entonces queremos encontrar T tal que

lim

h—o0

f(h) — Th| _
[l

=0.

Si elegimos T = f, el numerador se anula para toda h, por lo que satisface la
condicién, es decir, la derivada de una transformacién lineal es ella misma. Por
ejemplo, en una variable, consideremos f(x) = ax. Del célculo de una variable,
T = f'(xp) = a para toda xj.
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2.4 Propiedades de la derivada

OBJETIVOS

Poder establecer la regla de 1a cadena.

2. Poder calcular una derivada parcial usando la regla de la cadena.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Regla de la cadena. Supongamos que f es funcién de y;, y2, ..., y. y cada y; es

funcién de x, entonces

) i)
af _of oy of > O v

dx 9y, dx dy, ox Y. Ox

Observa que en cada sumando aparece df /dx si “eliminamos” dy; y dy;. Sin em-
bargo, la “suma’” del lado derecho es df /dx y no n veces df /dx. Observa también
que los operadores son diferentes: “9” es para funciones de varias variables, mien-
tras que “d” es para funciones de una variable.

. Regla de la cadena para funciones vectoriales. Laregla de la cadena para funciones

vectoriales establece que

D(f o g)(x0) = D(f)(yo)D(g)(X0) donde Yo = g(Xo).

Este es el producto de dos matrices derivadas, por lo tanto, cualquier derivada
necesaria se puede obtener mediante multiplicacién.

. Relacion entre el gradiente y la regla de la cadena. Debes entender que si f es una

funcion de valores reales y A(r) = f(c(¢)), entonces

dh )
i Vi (e®) - o).

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (b) Por laregla de la suma, f es diferenciable y su derivada es

af 9
{—f, —f-] -1
dx dy
(f) La funcién es diferenciable por la regla de la cadena. Sabemos que x? y y?
son diferenciables por la regla del producto y que 1 — x> — y? es diferenciable
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por la regla de la suma, por lo tanto, la funcién completa es diferenciable. Su
derivada es

\/1 _xz_yz’ \/1 —x2—y?

b
ax’ ay

3. (b) Este es un ejemplo particular del primer caso especial de la regla de la cadena:

dh_of dx of du of dv
dx  ox dx odu dx dv dx
_O Lo du of dv

ox  ou dx v dx
5. (b) Primero calculamos f (¢(r)) = exp(31 - £*) = exp(31°), por consiguiente
£ (1) = 15t* exp(3°).

Luego, por la regla de la cadena,

dx of dy
O U xS Ay e 302
ot 9dx dr 9y dt

Ahora sustituimos x = 3¢> y y = ¢ para obtener
d
d_f: = exp(3) - 61 + 31% exp(3%) - 312

= 15¢* exp(3£°),

que es el mismo resultado que se obtiene si hacemos el cdlculo directo.

6. (b) Tomamos la derivada de cada componente y obtenemos ¢’(t) = (6¢, 3t2).
9. Si sustituimos u = ¢*™> y v = x — y obtenemos
fog=(tan(e™ — 1) = &7, (€7) — (x —y)*).
Por la regla de la cadena,

D(f o g)(x,y) = Df (4, v) - Dg(x, y).
Primero calculamos

o I

| ouw av | _[setw—-1) —e

Df(u,v) = h | 2u —2v
du ov
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Cuando (x, y) = (1, 1), obtenemos g(1, 1) = (¢! =}, 1 —1) = (1, 0). En consecuencia,

Df(1,0) = [; _01].

Ahora calculamos

a1 g
d a ey —e Y 1 —1
Dg(x,y) = ng agy2 =[] _1 ];dedondeDg(l,l):[l _1].
ox dy

Por lo tanto,

1 —17[1 -1 [0 o
D(f°g)(1'1)=[2 oHl «1]3[2 —2]'

Un método alternativo es calcular D(f o g)(x, y) directamente de (f o g)(x, y).

13. (a) Por laregla de la cadena,

dT ’
i VT (c(0)) - (1), donde c(t) = (cost, sent).
Derivamos:
T oT
VT(x,y) = (a_, a—) = (2xe* — y?, x%e’ — 3xy?).
dx dy

Si sustituimos x = cos t, y = sent obtenemos

VT(c(t)) = (2cost e —sen’t, cos’1e*™! — 3costsen?t).

¢'(t) = (—sent, cost).

daT
dt

sen ¢ sen ¢

= —2sentcoste® ! +sen*t +cosPre"f — 3cos? rsen?t.

(b) Hacemos la sustitucién x = cost, y = sent en la expresion para T y obtenemos
T(t) = cos®r """ — costsen’ r.

Aplicamos técnicas del cdlculo de una variable,

daT
— = —2senrcoste
dt

sen ¢ sen ¢

+cos 1€ +sen’t —3cos?rsen?t,
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que es la misma respuesta que se obtuvo mediante la regla de la cadena en la
parte (a).

17. (a) Siy(x)y G son diferenciables, entonces podemos escribir

dG _9G dx G dy_9G G 3y

dx ~ ox dx+ ady Tdx  ox dy dx
Despejamos dy/dx: Si dG/dy # 0, entonces
dy 9G/ox

dx ~ 3aG/ay’

(b) Como en la parte (a), derivamos G, y G, con la regla de la cadena:

d 0 d d 0 d
G _ 3G 3G dn 3G dy

o . =0
dx 0x dy1 dx dy, dx

4Gy _9G; L 9G; dn 3G dy

dx 0x dyy dx 0y, " dx

Si suponemos que y; (x), y2(x), G son derivables y

9G, 3G,
dyr  9y2
3G, 3G, #0 para toda x,
ay1  oy2

entonces podemos despejar dy;/dx y dy,/dx. Volvemos a escribir las dos
ecuaciones en la forma

9G, dy G dy_ 96y

dyy dx dy, dx T ax M
G, d 0G, d G
3G, dy 3G, dy, 3G, )
dy; dx 9y, dx dx

Multiplicamos (1) por 3G, /dy; y (2) por —8G;/dy;. Si las sumamos obtene-
mos:
0G, 090G, 4G, 8G,
dy:_ " ox ay ax oy
dx  9G, G, 4G, 9G,

dy dyr  dy2 9y

De manera similar,

4G, Gy 3Gy 3G,
@ dx 0y ox 9y,
dx =~ 0G, 0G, 9G, dG,
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18. Comenzamos con F(x,y,z). Seax = f(3,2), y = g(x,2) Y z = h(x, y); esto signi-
fica que F(f(3,2),y.2) = 0, F(x, g(x,2),2) = 0y F(x,y, h(x,y)) = 0. Derivamos
F(f(y,2),y, ) conrespecto ay y z y obtenemos

ax
Fxg; +F, =0, 1
y
an_x +F, =0, )
dz

De manera similar, si derivamos F(x, g(x, z), z) conrespectoaxy zy F(x, y, h(x, y))
con respecto a y y z, obtenemos

ay_

Fx+Fya—0, 3
dy
Fya—Z+FZ=0, 4)
y
)
F,+F,Z =0, (5)
ox
dy
F,+F,2 =0. 6
yt 32 0 (6)

Si despejamos dx/dz en (2), dy/dx en (3) y 9zdy en (6) obtenemos

ax  F, dy  F, oz _ F
oz F ox F, Y & F

suponiendo que ninguna de las parciales F,, F, y F, es 0. Multiplicamos y obtene-

mos —1.

20. (a) Utilizamos la definicién de derivada parcial:

P o
¥ 0,0)=1im OO -FO0 w02 "9
ox h—0 h h—0 h h—0 h

El dltimo paso es vélido porque O/h = 0 para toda & # 0. De manera similar,

0(h?)
0,0 - 02+
g(0,0)=limf( 0+h =00 = lim 02 + b =i 9:0
dy h—0 h h—0 h h—0 h

Por lo tanto, 9f /dx y of /9y existen en (0, 0) y son iguales a 0.
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(b) Sig(t) = (at, bt), entonces

Fop)D) = (a)®t)*  ab’?  ab?

@y +®n? @+b2 a2+ b

por lo tanto
2

b
fog)(t)=———

a? +b?
Por otro lado, de la parte (a), tenemos Vf(0, 0) = (3f /dx, 9f /ay)(O, 0) = (0, 0).
También calculamos g’(t) = (a, b), por consiguiente, Vf(0, 0) - g’(0) = (0, 0) -
(a, b) = 0. Por lo tanto, la regla de la cadena no es aplicable a esta funcion.
24. La expresién dw/dx en el lado izquierdo representa a la derivada parcial de
w(x, y, g(x, ¥)) con respecto a x, cuando se mantiene y constante; la expresién ow/dx

dellado derecho representa a la derivada parcial de w(x, y, z) conrespecto a x, cuando
se mantiene y y z constantes. Por tanto, el lado derecho no es igual al lado izquierdo.

2.5 Gradientes y derivadas direccionales

OBJETIVOS
1. Poder definir una derivada direccional.
2. Poder calcular una derivada direccional.
3. Poder explicar el significado de gradiente.

4. Entender las relaciones entre la derivada direccional, el gradiente, el plano tangente
y los conjuntos de nivel.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. El ejemplo 1 es importante. En muchos ejemplos del libro se utiliza el hecho de

que Vr=r/r,donder = (x,y, x) y r = ||r|| = /x? + y? + z2. Esto se deduce en el

ejemplo 1. Podemos ahorrar mucho tiempo si recordamos este resultado.

2. Definicién. La derivada direccional se define como

lim L&+ AV) —f(x).

d
(—1—tf(x * W)li=0 © h—0 h

La derivada direccional nos da la razén de cambio en la direccion de v.
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. Interpretacion geométrica. Supongamos que v = ai + bj es un vector unitario,

(x0. y0) es un punto dado y f(x, y) es una superficie. La derivada direccional nos da
la “pendiente” de una curva en (xo, yo) en la direccién de v. La curva estd formada
por la interseccién de 1a superficie con el plano descrito por el conjunto de puntos
sv +tk. Si v no es un vector unitario, entonces la “pendiente” se puede determinar
si normalizamos v a ser un vector unitario.

Relacién con derivadas parciales. Las derivadas parciales df /dx, of /dy y of |9z
son derivadas direccionales en la direccién de i, j y k, respectivamente.

. Como calcular derivadas direccionales. La férmula mas sencilla para calcular la

derivada direccional de f en la direccién de v es Vf(x) - v. La derivada direccional
es un escalar, no un vector.

. Propiedades del gradiente. Recordemos que Vf = (3f /ox)i+(3f /dy)j+ (3f /92)k.

Debemos saber que Vf apunta en la direccién en que f aumenta mas rapido y
—Vf apunta en la direccién en que f decrece mas rdpido. El gradiente siempre es
ortogonal a una superficie de nivel de f.

. Plano tangente. En términos de gradiente, el plano tangente es Vf(xg)-(x —Xg) = 0.

Esto generaliza la férmula dada en la seccién 2.3

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. La derivada direccional de f(x) en X en la direccién de d es Vf(xp) - d.

1 2
V£, 1,2)- L ~2— 0) =% 3y, 2x2)12) - | —= —=, 0
NERRVE V5 V5

1 2
=(4,3,4) [ —=, =0
@3 (727
_10_2
V5 V5

2. (a) Dadaf(x,y) = In(1/x2 +y2), calculamos:

Ve y) = 1 2x - 1 2x j
& VaT+yr 2y/xt+y? VXT+yr 24 /x2+y?

=2 i+ 2
T x24y? x2+y‘]'

De donde Vf(1, 0) = (1, 0) y la derivada direccional es Vf(1,0) - v = 2/\/5
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3.

13.

17.

20.

(b) Dada f(x, y,z) = €' + yz, calculamos Vf(x,y, 2) = €fi+zj+yk y Vf(1,1,1) =
ei +j + k. El vector unitario paralelo a (1, —1, 1) es (1, —1, 1)/\/3. Por tanto,
la derivada direccional es Vf(1,1,1)- (1, =1,1)/V/3 = e/\/i.

. (c) Para una funcién de tres variables, (x, y, z), el plano tangente a la superficie es

Vf(xo, yo, 20) - (x — X0, ¥ — Yo, Z — 20) = 0. Para usar esta férmula es necesario
describir la superficie mediante una ecuacién de la forma f(x, y, z) = constante.
En este caso, f(x, y, z) = xyz = 1, por consiguiente Vf(x, y, z) = (yz, xz, xy) y en
(1,1, 1), Vf = (1, 1, 1). Entonces, el plano tangente deseado es (1,1, 1) - (x —
Ly—1L,z—1)=0o0ox+y+z=3.

. (b) z=(cosx)(cosy), asi que z; = — senx cosy y, por simetria, z, = — seny cos x.

En (0,7/2,0),z, =0y Zy = —1. Por tanto, la ecuaci6n del plano tangente es

z = 20 + [2:(x0, Y0)1(x — x0) + [2y(x0, y0)Iy —¥0) =0+ 0(x —0) — 1(y — 7/2) 0
z+y=m/2.

. (¢) Dadaf(x,y,z) = 1/(x*> +y* +z?) = 1/r?, tenemos f, = —2x/(x*> + y* + z2)? =

—2x/r*. Porsimetria, f, = —2y/r*yf, = —2z/r*. Entonces Vf = (—=2/r*)(xi+
yj+zk) = —2r/r*,donder = xi+yj+zk y r = /x2 +y? + 2.

. (c) La direccién de crecimiento mds rdpido se da a lo largo del vector gradiente.

Utilizando el resultado del ejercicio 6(c) y obtenemos que la direccién de cre-
ciemiento mas rapido es Vf(1, 1, 1) = (—2/9)(i + j + k).

. El vector gradiente es normal a la superficie. En este caso tenemos f(x,y,2) =

x3y3 +y —z+2 =0, de manera que, f, = 3x%*, f, =3x’y* — 1y f, = —1. Enel
punto (0, 0, 2) calculamos f; = 0, f, = 1y f; = —1. Por lo tanto, el vector normal
es Vf(0,0,2) = j — k. Lo normalizamos para obtener el vector normal unitario

(1/v2)G — k).

(b) Por definicién, Vf = (df /dx, af /dy, df /3z), de modo que, Vf = (yze™?, xze™?,
xye™?). Dada g(t) = (6t, 32, 3), diferenciamos componente a componente y
obtenemos g’ (¢) = (6, 6¢, 3t?). Ahora, de la seccion 2.4, sabemos que (f o g)’(1)
= Vf (g(1)-g'(1) = exp(18:5)(313, 614, 18:3)-(6, 61, 312)|;=; = €!8(18+36+54) =
108¢18

Por definicién, Vf = (f;, f;). Como f es independiente de y, f, = 0 y dado que
f(x y) = g(x), tenemos que f, = df /dx = g'(x). Entonces, Vf(x, y) = (g'(x), 0).

La direccién en la cual la altura crece de manera mds rdpida en el punto (x,y)
es Vz(x, y) = (—=2ax, —2by). En el punto (1, 1), Vz(1, 1) = —2(a, b), por tanto la
direccién buscada es, —(ai+bj)/ v a? + b2. Si se suelta una canicaen el punto (1, 1),
ésta rodard en la direccién en la cual la altura decrece de manera més rdpida, de
manera que la canica rodard hacia abajo en la direccién —Vz o (ai + bj) /v a? + b?
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24. (a) Queremos encontrar el valor maximo de f (o(t)) = (cost)(sent). Igualamos

la primera derivada a 0: df /dt = —(sen t)(sen t) + (cos t)(cos t) = 0, por tanto,
obtenemos cos?t = sen?t o t = (/4 + n), donde n = 0, 1, 2, .... Como
0 <t < 2m, s6lo queremos t = /4, 3w /4, 5w/4, Tw/4. Si evaluamos en
estos puntos, obtenemos f(a(w/4)) = f(o(57/4)) = 1/2y f(o(3n/4)) =
f(0(71r/4)) = —1/2. Por consiguiente, el valor midximo de f sobre la curva
o(r) es 1/2 y el valor maximo es —~1/2.

2.6 Derivadas parciales iteradas

OBJETIVOS

1.

Poder calcular derivadas parciales iteradas.

2. Explicar cuando las derivadas parciales mixtas son iguales.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

Derivadas parciales iteradas. Son derivadas de orden superior, por ejemplo, de-
rivadas segundas o terceras. Con varias variables, las derivadas de orden superior
pueden calcularse respecto a variables diferentes. La notacién

2
9 ignifica LANCAY
doxdy ox dy

lo cual también se denota con fj,.

. Igualdad de las parciales mixtas. Si las derivadas parciales de primer orden son

continuas, entonces una derivada parcial iterada se puede calcular en cualquier
orden.

. Advertencia. Debes notar que para poder aplicar el teorema en la igualdad de

derivadas parciales mixtas necesitamos que las derivadas parciales de primer orden
sean continuas. Si este requerimiento no se cumple, puede ocurrir que al aplicar
derivadas parciales en 6rdenes diferentes nos den resultados diferentes.

. Como evaluar parciales en un punto dado. Siempre debes acordarte de derivar

completamente antes de sustituir los valores dados. En el caso de parciales mixtas,
s6lo se puede sustituir una variable después de haber completado las derivadas en
dicha variable.

. Aplicaciones. La ecuacién de calor, la ecuacién de onda y la ecuacién de potencial

(Laplace), son ejemplos famosos de la forma en que las derivadas parciales aparecen
en la naturaleza. Desde luego, no hay necesidad de memorizar estas férmulas en
célculo vectorial.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS
1. (b) Lasderivadas parciales de orden 1 sondf /dx = e¥—1/x?+e Yy af /oy = —xe ™.

Si calculamos las derivadas parciales de las derivadas parciales de primer orden
obtenemos las derivadas parciales de segundo orden:

d? ) 2 a? d (9 32
P o (F\_ 2 FF 0 (F\_ P
axz  ax \ dx x3 dydx dy \ dx axay

If_98 (o = xe~?
a?  ay \ay )

2. (a) Si (x,y) # (0,0), podemos calcular las derivadas parciales de orden 1 de la
manera usual:

of O —y)+22)2+y?) — 2x%y(x2 —y?)  xly —yS +4xy}

ax (x% +y?)? T (2 +y2)?
o _ (x(x? —y) — 2y +y%) — 2y’ (2 — ) x° —4x%y? —xyt
ay - (o +y2)? STy

(b) Para calcular las derivadas parciales en (0, 0) es necesario usar la definicién de
derivada parcial. Primero mantenemos y constante y derivamos con respecto a
x en xg = 0. Debemos notar que f(0, 0) se definide igual a 0. Entonces

h(0)(h* — 0%)
fO+hO-fO0) i 0
0 h h—0 h h—0

f -0

50 0= =0,

> O

y por la regla de L'Hoépital, df /ox en (0, 0) se hace 0. De manera similar,
mantenemos x constante y derivamos con respecto a y en y; = 0. Entonces

QW@ =) _,
f(0,0+h) _f(o’ O) = lim 02+h2 = lim
h h—0 h h—0

E(O, 0) = lim
ay h—0

B“IO

(c) Por definicién, % =2 (9‘{) Primero usamos i S que se calculé en la parte

dx \ dy
(a) y luego derivamos como en la parte (b). Por deﬁmc1on
. 6’;(0 +hO)— —’f(o 0)
—0,0)=1i
axay O = Jim 3
h> — 4h3(0)? — h(0)* 0
. (h2 + 02)2 - w/nt

= lim
h—0 h h—0 h
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De manera similar,

F) 3
» Y 00+m-ZLo0
~2_(0,0) = lim 9% 9x
dyox h—0 h
(0Yh — K° + 4(0)2K3
= lim — (O + A%’ im 2
h—0 h h—0 h ’

(d) Las parciales mixtas no son iguales, lo cual es consistente con el hecho de
que las parciales de primer orden no son continuas en (0, 0).

3. (b) Volvemos a escribir las funciones en la forma

2x2 + x2y _ = Ix

= + R
z 3xy 3y 3
si (x,y) # (0,0). Calculamos:

%z 9 [(az\ _ o:
0z 2 7 axx  ax \ax)
— = —+ =
ox 3y 3 Pz 9 (az\_ 2 9 [az\ _ 9z
9z 2 axdy ax \dy/  3y2 ay \ax/ ayox’
L R O N AN

a2 ay \ay) 3>

En (0, 0) 1a funcién no es continua y por lo tanto no es diferenciable.

*f _a [(a [of
d0x0ydz T oox dy \ 9z
Sea h = 9f /dz, en consecuencia
3y _ o (o
oxdydz  ox \ 9y
y por el teorema 15, esto es igual a % (2. También por el teorema 15, gg =
9 P
2 (5;[) =2 (;.é),de manera que

Ff o (a [fof\\_ &f
oxdydz ox \dy \dz /) ayozox

7. Por definicion,
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11. (a) Nosdan f(x, y) = x arctan(x/y), entonces calculamos:

fx = arctan al + al ! 24 + arcta z
= - -~ = ctan | — .
) Y/ y1+(3/y) - a2 +y? y

x —x —x?

bETw ¥ T A

f oy ayh-2dy 1 1L _yY=xy vy _ 2
T ey Yy 1+G2/yH) T 24y x2ay? T (x4 y2)
fomf = —2x(x? +y?) +2x3 _ —2xy?

R (2 +y%)? (2 +y2)2

f _ x2 oy 2x2y

»E Ry VT e

15. Tenemos u, = 3x* — 6xy, de donde u,, = 6x — 6x = 0. También, u, = 3x2, por
lo tanto, uy, = 0. Si sustituimos nos da u,, + u,, = 0+ 0 = 0. Entonces, u(x, y)
satisface la ecuacién de Laplace y, en consecuencia, es armonica.

16. (b) Para u = x? + y?, tenemos u, = 2x, de manera que Uy, = 2. También, u, =
2y, por tanto, uy, = 2. Si sustituimos en la ecuacién de Laplace, obtenemos
Ury + Uy =2+ 2 # 0, por lo tanto 2+ y2 no es armoénica.
(d) Para u = y* + 3x2y, obtenemos u, = 6xy de manera que u,, = 6y. También,
u, = 3y +3x2, por lo tanto, u,, = 6y. Si sustituimos en la ecuacién de Laplace,
obtenemos uy, + u,, = 6y + 6y # 0, por tanto y® + 3x%y no es arménica.

19. Dada V(x, y,z) = —GM /+/x* + y* + 22 = —GM /r, calculamos:
Vo= GMx
T (2 4+y2 4223/
por lo tanto

(2 +y2+ 2232 322 +y2 + )V 2x - x

Vix = GM
(2 +y2+22)3

1 3x2 1 3x2
(2+y2 42232 (x2+y2 + 22)5/2} G (,3 s )

Por simetria, Vy, = GM(1/r* — 3y?/r’)y V,; = GM(1/r* — 3z /r3). Sumamos y
obtenemos:

3 3 2 2 2
Vie + Vyy + Ve = GM (—3 +M)
r r

1
=3GM(r—3+r—5>=0
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2.7 Algunos teoremas técnicos de diferenciacion

OBJETIVOS

1. Entender las demostraciones de los teoremas incluidos en el capitulo 2.

2. Usar la desigualdad del tridngulo y la definicién de limite para demostrar los teo-

remas.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Material avanzado. Este material se estudia en cursos medios o avanzados de

matemadticas. Los estudiantes que deseen estudiar matemdticas deben leer esta
seccién aun cuando el profesor no la explique.

. Como estudiar las demostraciones. Conforme leas la demostracién, debes pregun-

tarte por qué cada paso es vilido antes de continuar. Si sientes que has dominado
el material, trata de anticipar el siguiente paso.

Definicion de limite. La definicién &-d del limite (teorema 6) se usa en casi todas
las demostraciones. Observa que € estd dado y debemos encontrar 8 (y no al revés)
que satisfaga la definicién. En general, 8 se encuentra en funcién de €.

Nueva definicion de derivada. En esta seccion se da una nueva definicién de derivada
en términos de £ y 8. Es equivalente a la definicién dada en la seccién 2.3.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. En este caso, tenemos f(x, y, z) = (e, cosy, sen z) = (f1, f2, f3), de manera que

6f1/8x afl/ay 3f1/az
Df(x,y,2)= | afr/dx of2/dy 0of2/0z
afs/ox ofs/dy dfs/oz

Df es una matriz diagonal cuando f; depende sélo de la primer variable, f, depende
s6lo de la segunda variable, etcétera. Por lo tanto, Df es diagonal si f, es una
funcién que depende sélo de la n-ésima variable.

0 -—seny 0
0 0 cosz

e 0 0 ]

. Decir que una funcién es continua en cada punto de su dominio significa que para

toda x en el dominio y para toda € > 0 podemos encontrar una 8 > 0 que satisface
cierta condicién. En general, esta 8 depende de x y de e. Cuando una funcién es
uniformemente continua podemos elegir & de manera que no dependa de x, es decir,
que dada una e fija, funcione para toda x. Una funcién continua no siempre es
uniformemente continua (por ejemplo, f(x) = x2enRo g(x)=1/xen (0, 1].)
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(a) Que T:R" — R™ sea lineal, implica que | Tx|| < M||x|. Dadoe > 0,xyy €
R", del ejercicio 2(a) se deduce que [|[T(x —y)|] < M||x—y||. Como T es lineal,
IT(x — y)|| < |IT(x) — T(y)||- Sead = /M, entonces para 0 < ||x — y|| < 3,
tenemos ||T(x) — T(y)|| < M3 = e. Debemos notar que esta demostracién
funciona porque no depende de la eleccién de un punto en R".

(b) Dadoe > 0, queremos 8 > Otalque0 < [x—xo| < dimplique |1/x2—1/x3| <
€ para toda x y xp en (0, 1]. Calculamos:

L 1| g = _ x—xollx +x0]
x2 X} - x2x} - x2x3
2
=lx—x| |Z+—5|<|lx-x|5<e
xx3  xox x3

(si xp es el mds pequefio entre x y xo), es decir,

= |x — xo|

{min(x, x0)}3

Notemos que min(x, xp) > 0. Sead < (g/2){min(x, x0)}3, entonces |x — x| <
d implica

2 12
X X0

Sélo hemos demostrado que f(x) = 1/x? es continua. No es uniformemente
continua porque
1 1| |g-x

2 2|~ 2.2
X X5 XXy

2| _ |x — xo||x + xo|

2.2
x°x§
de manera que para ¢ fijo, cualquier 3 se aproxima a oo conforme xg se va a 0.

7. Tenemos f(x, y) = g(x) + h(y). Queremos demostrar que como matrices Df (x, y) =
(Dg(x), Dh(y)) . Como gy h sondiferenciables en xg y yo, respectivamente, tenemos

|8(x) — g(x0) — Dglx — X0)| _

Iim
lx — xo

xX—Xg

0

lim [h©) — k(o) — DAY — o)l _

0.
ly — yol

y—Yo
Ahora usamos la desigualdad del tridngulo:

|8(x) — g(x0) + h(¥) — h(yo) — (Dg(x — x0) + Dh(y — yp))|
< |g(x) — glxo) — Dg(x — x0)| + [h(y) = h(yo) — DAy — yo)|-

N\ .
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Como ||(x, y) — (x0, yo)|| = [lx — xo| y [lGx, ¥) — (xo, yo)ll = [y —oll, entonces los
dos limites son mayores que

im |g(x) + h(3) — (g(x0) + k(%)) — (Dg(x — x0)| + Dh(y — yo)) |
(x,y)—(x0,y0) ”(Xv ¥) — (xo, )’O)H

Por lo tanto, el limite es 0, y satisface la definicién de diferenciabilidad de f en
(x0, y0)-

11.

16. (a)

(b)

Dada £ > 0, notemos que

Xy
(2 +y2)/2

xy
~0| < [2]-pi
X

y también sabemos que |y| < 1/x% +y2. Sea d = ¢, entonces ||(x, y) — (0, 0)|| =

Vx% +32 < & implica que

Xy
(XZ + ),2)1/2

~0‘<|y|<£.

Por consiguiente, lim¢,yy—(0,0)f(x, ¥) = 0 y f es continua.

Supongamos que y es un punto frontera del conjunto abierto A C R". Entonces
toda bola con centro en y contiene puntos de A y del complemento de A. De
manera que la interseccién de A con la bola D.(y) no es vacia. En consecuencia

(i) y no estd en A porque cada punto de A tiene una vecindad completamente
contenidaen A, y

(i) y es el limite de una sucesién contenida en A; elegimos e = 1/n,n =1, 2,
3,...,entonces Dy /() NA # Qparan=1,2,3,... .

Elegimos x, como un elemento de D /n(y) N A. Entonces x, estd en Ay
ly — x:|| < 1/n, el cual tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Supongamos
que y no estd en A, pero que existe una sucesion {x, } en A que converge a y.
Sea € > 0. Entonces y estd en la interseccién de D,(y) con el conjunto de los
puntos que no estdn en A. Por lo tanto, el lado derecho no es vacio. Por otro
lado, existe una N tal que n > N implica que ||x, — y|| < &, es decir, n > N
implica que x, estd en D.(y). Xy estd en D.(y) N A. Por consiguiente, el lado
derecho es un punto frontera de A.

Supongamos que limy_y f(x) = b, es decir, para toda ¢ > 0 existe 8 > 0
tal que para x en A, ||x — y|| < & implica |[f(x) — f(y)|| < &. Sea {x,} una
sucesion en A que converge ay. Sea € > (. Elegimos & > 0 como antes.
Elegimos N tal que n > N implica ||x, — y|| < 8. Entonces, n > N implica
lf(x,) — b|| < &, por tanto, la sucesién {f(x,)} converge a b. (Necesitamos
que y esté en la frontera de A para garantizar la existencia de la sucesién {x,,}.)
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2.R

Para obtener la otra parte, supongamos que es falso que limy_,, f(x) = b.
Entonces existe una € > 0 tal que para toda & > 0 existe una x en A tal que
Ix—y]|| < 3, pero ||f(x)—b|| > €. Elegimos x, enA tal que ||x,—y]|| < 1/n, pero
If(x,) —b|| > e paran =1, 2,3 ... (correspondientes a 8 = 1/n). Entonces
X, converge a y (como en la parte (a)), pero f(x,) no converge a b. (Nota:
Hemos demostrado la “contrapositiva” del teorema. Negamos la afirmacién de
hipétesis (advierte los cambios en “existe”, “para todo” y las desigualdades) y
demostramos la negacion del resultado al que queremos llegar. La diferencia
entre este método y demostrar por contradiccion es que no negamos la hipétesis.)
Sea U un abierto en R™ con x en U. La demostracién se deduce de la parte (b).
En particular

lim f(x) = f(x) implica f(xs) = f(%)

para cualquier sucesién x,, que converge ax en U. Porla parte (b), f es continua
enx.

Ejercicios de repaso del capitulo 2

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (a)

2. (¢)

3. (b)

Como 3x? y y? son no negativas, no hay curvade nivel siz < 0. Siz = 0,lacurva
de nivel es el origen. Siz > 0, la curva de nivel es una elipse con su eje mayor
paralelo al eje y y el menor paralelo al eje x. Las elipses se hacen més grandes
conforme z aumenta su valor. Si juntamos todas las curvas de nivel obtenemos
un paraboloide eliptico.

Primero consideremos la superficie xyz = 0. La superficie consta de los planos
x =0,y =0yz=0. Ahora consideremos xyz = 1. Cuando z = k, una
constante positiva, la curva de nivel es xy = 1/k. De manera que obtenmos una
hipérbola en el primer y tercer cuadrantes con asintotas en los ejes x y y. Las
hipérbolas se acercan al origen conforme z aumenta su valor. Por tanto, en el
primer octante la superficie tiene los planos x = 0, y = 0 y z = 0 como asintotas.
De manera similar, hay una superficie en el octante enel cualz > 0, x < 0y
y < 0. La superficie de nivel para xyz = ¢, donde ¢ es una constante positiva
que consta de cuatro superficies semejantes que se alejan del origen conforme
¢ crece. Sic < 0, la superficie de nivel se coloca en los otros cuatro octantes.

La funcién toma un punto de R! en R?, de manera que las dimensiones de la
matriz derivada son 2 x 1. La derivada es

o= 3] -1
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5. Necesitamos demostrar que el vector normal al plano tangente de f (x, y) en el punto

(x0. Yo. f (x0, ¥0)) es paralelo a (xo, yo, zo). Las derivadas parciales son:

of -1 2 _ 2y-1/2 X
_(xO,y0)=—'2x(1—x _'y) I = *
3 2 (x0,y0)

x J1-x2 =2
of -1 2 _ 2172 )0

ar Y0 = 21 =2t =y s

V1=x5 =

Por tanto, 1a normal al plano tangente es

—X0 i+ —Yo j
Ji-%-% J1-2-%

Si multiplicamos la expresién anterior por —(1 — x — y3)~'/2, obtenemos
(x0. Yo, f (x0, ¥0)) = (x0, Yo, Z0). Geométricamente buscamos la esfera: x? +y* +z% =
1. Los vectores normales a los planos tangentes son precisamente los vectores
r = (x, y, 7). Estos vectores tienen la direccién de e, (véase el ejercicio 7(a) de la
seccién 1.4).

-k

7. (b) La ecuacién del plano tangente es z = f(xo, yo) + [(3f /3x)(x0, Yo)l(x — x0) +

[(3f /3¥)(x0, Yo)I(y — yo). En este caso, tenemos f(—1, —1) = 1; 3f /ox = y;
(8f Jox)(—1, —1) = —1; 3f /3y = x. De manera que la ecuaci6én del plano
tangenteesz=1—-1x+1)—-(y+1ox+y+z=-1.

8. (b) Sif(x,y z) = constante, entonces la ecuacién del plano tangente es Vf(xg) -

11.

(x—xo) = 0, donde x = (x, y, 7). Eneste caso, f(x, y, 7) = x> —2y*+23, de donde
V£ (x) = 3x%, —6y?% 328 y Vf(1, 1, 1) = (3, —6, 3). En consecuencia, el plano
tangentees (3, —6,3) - (x— 1L, y—1,z—1)=3x—6y+3z=00x—-2y+z=0.

(b) Laestrategia en este caso es encontrar algunas “trayectorias” y calcular el limite
a lo largo de éstas. Sea x = 2y, entonces el limite cuando y tiende a O es:

X+ y \/—

X — y—*O

(x, ))—'(0 0)

Por otro lado, tomamos la trayectoria x = 4y. Entonces el limite cuando y

tiende a O es:
5
= 1im 1/ hod \[a&\/_
y—0 3y

Como el valor depende de la trayectoria que tomamos, el limite no existe.

Ifim
(x,y)—(0,0)

xX=y
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12.

16.

18.

21.

25.

29.

(b) Mantenemos y y z constantes y usamos la regla de la cadena para derivar con
respecto a x. Entonces, 3f /dx = 10(x + y + z)°. Por simetria, 9f /dy = of /9z =
10(x+y+2)°. El gradiente es el vector (8f /ax, df /3y, of /3z) = 10(x +y+2z)°(i+
j+k).

Calculamos

0z 0z

a(1, —2)= 2x|(]'_2) =2; a—y(l, -2)= 2y|(1,_2) =4,
Entoncesel planotangentees z = f(1, —2)+(9z/dx)|q, —2y(x—1)+(8z/8y)| 1, -2y (y+2)
0z=5+42(x—-1)—4(y+2)o2x —4y—z=S5.
Geométricamente, el gradiente de f(x, y) = x> + y* en (1, —2) es perpendicular a la
curva de nivel z = 5. El plano tangente a la grafica de f es el plano que contiene
a la recta perpendicular al gradiente de f en (1, —2) y que est4 en plano horizontal
z =5, y el plano tangente tiene pendiente v/22 + 42 = 2+/5 relativo al plano xy.

(a) Laderivada direccional es Vf(xq)-v/||v||. Calculamos Vf(x) = (y+z, x+z y+
x), por tanto Vf(1,1,2) = (3, 3,2). Asi, la derivada direccional es (3, 3,2) -
(10, —1,2)/v/105 = (30 — 3 + 4)/+/105 = 31/105.

El insecto se debe mover en la direcciéon de —VT(x, y), por ser ésta la direccién
de mayor decremento. Calculamos —VT(x,y) = —4xi + 8yjy —VT(-1,2) =
4i + 16j, de modo que el insecto se debe mover en la direccion 4i + 16;.

(b) Usamos la regla de la cadena para calcular g, = dg/dx = —x(x? + y? + z2)™3/2,
Entonces gy = —(x2 + y2 + 22)73/2 + 3x2(x® + y2 + z2)~%/2, Por simetria,
&y = _(x2 +y2 +Z2)—3/2 + 3y2(x2 +y2 +ZZ)—5/2 Y gy = _(x2 +yZ +Z2)—3/2 +
322(x2 +y* + z¥)~3/2. Si sumamos, obtenemos

Gux + 8y + 82 = —30F+y* + )72 4 3(x? +y2+ )2+ +2H) 2 =0

(i)

(a) Lareglade lasuma nosdice que x2+y* es diferenciable. Porla regla del producto
sabemos que la expresién x2y? es diferenciable. Por tltimo, x2y?/(x? + y*)
es diferenciable por la regla del cociente porque (x,y) # (0,0), y por tanto,
x* + y4 # 0. Si mantenemos y constante, obtenemos

f _ 2xy*(x+yh) — 2y . 208
ax (x2 +y4)2 - (x? +y4)2'

Si mantenemos x constante, obtenemos

g B 2x2y(x2 +y4) _ 4x3(x2y2) _ 2x4y _ znyS
dy - (x2 +y4)2 - (x2 +y4)2 :
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(b)

30. (b)

En el origen, debemos usar la definicién de derivada parcial:

0
— -0
0 _
g((), 0) = lim fO+h0)—-f0.0 = lim R 0,
ax h—0 h h—0 h
de manera similar,
A
i(0, 0) = lim f0.0+h -70.0 = lim AN 0.
dy h—0 h h—0  h

Las parciales existen en (0, 0) y
I fxy) _
im =0,
a»—0.0) [|(x, y) — (0, 0)]|

por consiguiente, por la definicién de diferenciablilidad (Ec. (2), Sec. 2.3), f es
diferenciable en (0, 0). f es diferenciable en todos los demas puntos porque las
parciales son continuas. Entonces f es diferenciable. Sin embargo, conforme
(x, y) se aproxima al origen, 9f /dx y df /dy no se aproximan a 0 (toma, por
ejemplo, la trayectoria x = y), asi, las derivadas parciales no son continuas.

El vector gradiente es Vf = (9f /dx, 9f /dy). Si (x,y) # (0, 0), entonces

af N 1 2x2y 1
— =YVySse — COS
ax x2+y? (x? +y2)? x2+y?

y por simetria,

y xsen ! 20” cos !
= 1 — .
ay X2 +y2 (2 +y2)2 x2+y2

Ahora, si (x, y) # (0, 0), entonces la definicién de derivada parcial nos da

(0 + h)(0) sen (—1—>

— 3 5
y (0,0) = lim fO+h 0 =f0.00 1im O+h)?+©
ax h—0 h A 5
= ;','E% h =0.

De manera similar, (3f /9y)(0, 0) = 0. Como consecuencia, si (x,y) # (0, 0),
entonces

' 1 2x2y 1 .
Vf(-\'.)) = [y sen (X2 +)’2> - (x2 +y2)2 Cos (xz +y2>] 1

. 1 2xy? 1 )
X sen - CcosS
x2 +y? (x2 +y?)? x2 +y? !

y V£(0, 0) = 0i +j.
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33. (b) La derivada direccional es Vf = f(xo) - v. En este caso

Vet sen (V2P

ax xt+y

y por simetria,

of y ( 5 2>
— =—————sen| Vx*+
dy a2 +y? Y

Por tanto, Vf(1,1) = ((—l/\/i) sen(v/2), (—1/v/2) sen(\/f)) y la derivada

direccional es
(‘7; sen (V2), zsen (ﬁ)) : (‘7; %) - —sen(V2).

37. (b) Primero calculamos directamente g(u) = f (h(u)) = sen? 3u +cos 8u. Entonces
dg/du = 6(sen 3u)(cos 3u) — 8 sen 8u. Cuando u = 0, dg/du = 0. Por la regia
de la cadena,

dg _ 3cosu | 3cosu
1 =Df(x,y) - Dh(u) = [2x, 1] [-85en8u] = [2sen3u, 1] [—8 senSuJ

= 6(sen 3u)(cos 3u) — 8 sen Bu.
Otra vez, cuando u =0, dg/du = 0.

39. La normal a la superficie f(x,y, z) = x> + 2y* + 322 = 6 es (3f /dx, of /9y, of /9z) =
(2x,4y, 62) = 2(x,2y,3z). En (1,1, 1), la normal es 2(1, 2, 3), por tanto, la nor-
mal unitaria es (1,2, 3)/ V14, la direccién de vuelo. La velocidad de la parti-
cula es la rapidez por la direccién, o 10(1, 2, 3)/+/14. Podemos calcular la po-
sicién de la particula si encontramos la recta que pasa por (1,1, 1) con direc-
cién 10(1,2,3)/+/14 y cuya ecuacién es (1,1,1) + 10z(1,2,3)/v/14. Esto im-
plica que x = 1+ 10t/y/14,y = 1 +20t/\/14y z = 1 + 30t/\V/14. En el
tiempo T la particula estd en la esfera x2 + y? + z2 = 103, lo cual significa que
(1+10T//14)% +(1+20T /v/14)? + (1 + 30T /+/14)? = 103. Si simplificamos, ob-
tenemos 3+(120/+/14) T+1007% —103 = 0. Despejamos T usando la férmula cua-
dratica, tomamos la T positiva tinicamente y obtenemos T = (—3 + v/359)/5/14.

42. (a) Por sustitucion, z = (x + y)(x — y) = x2 - y2, de manera que dz/dx = 2x y
dz/dy = —2y.
(b) Por la regla de la cadena tenemos
dz _ 9z du 9z 9v

== — 4+ — - —=v(D+u(D)=v+u=2x.
dx Ju 9dx OJv Ox D Ful)=v+u
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También tenemos

9z oz u  dz 9
92 LY Dy ru(=)=v—u= 2y
dy odu dy odv 9y

45. Sea u(t) = f(r)g(t) y h(u) = €*. Por la regla de la cadena tenemos

dh _dh du _ u[df df

dg| _ [df dg
T dn A= e Eg(t)+f(t)z} = [ dtg(t)+f(t) dt] exp[f(t)g(1)].

50. La velocidad se define como la derivada del desplazamiento. Por consiguiente,
queremos calcular du/dt = —6 cos(x — 6¢) + 6 cos(x +6¢). Cuandor=1/2,x =1y
la velocidad es du/at = —6 cos(—2)+6 cos(4). Como cos(—x) = cos x, la velocidad
es 6(cos(2) + cos(4)).

53. (a) Tal como se ha dado, P es funcién de T y V. Podemos también escribir

(e ) (5)

de manera que T es funcién de P y V. Por tltimo, podemos escribir

_ RTV? —a(V —B)
)

Después de reordenar, obtenemos
PV? —(PB—RT)V*+aV —ap =0.

Como ésta es una ecuacién cibica en V, es teéricamente posible expresar V
en términos de P y de T. Por lo tanto, si conocemos dos valoresde V,Po T,
podemos determinar el tercero.

(b) De la ecuacién para T, dejamos V constante y obtenemos

T\ _V-B
(¥>_T'

De la ecuacién para P, dejamos T constante y obtenemos

oP\  —RT . 2Va  —RT . 2a

V) (V—BR V¢ (V=B2Z V¥
Ahora, mantenemos P constante y aplicamos diferenciacién implicita a la ecua-
cién para P. Obtenemos

Y% 3%
RV —B)— - (RT) 2V—a g 5y { RT 2(1]

VB2 Vi TV-p oT ((Vv-pr V3
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Esto equivale a
oV R

or (V—B)(

RT 2_(x ’
(V- B)?— V’)

(c) Siusamos los resultados de la parte (b), obtenemos
aT\ (2P (3V
oP ) \ aV oT

(59 (75 ) | ey | -
"\ R (V-B2 V3 RT 22\ |
(V'B)((V—B)“W)

54. (a) El problema pide la derivada direccional en la direccién de un vector unitario.
En este caso, dicho vector es (1,1)/v/2. También Vh(x,y) = (—0.00130x,
—0.00048y) y Vh(-2, —4) = (0.00260, 0.00196). En consecuencia, la deri-
vada direccional en (—2, —4) en la direccién de (1,1)/v/2 es Vh(—2, —4) -
(1,1)/v2 = 0.00456/+/2. Esto significa que la altura aumenta (0.00456/+/2)
millas por milla horizontal recorrida.

(b) La direccién de la trayectoria mis empinada hacia arriba es Vh(-2, —4) =
(0.00260, 0.00196).






CAPITULO 3
FUNCIONES CON VALORES
VECTORIALES

3.1 Trayectoriasy velocidad

OBJETIVOS

1. Dada una trayectoria, poder calcular los vectores velocidad y aceleracion, asi como
la rapidez en un punto dado.

2. Poder encontrar una recta tangente para una trayectoria dada.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Trayectorias. Unatrayectoriaesuna “férmula” que describe una curvaen el espacio.
El dibujo de una trayectoria, la cual podemos dibujar en papel, se llama imagen o
curva de la trayectoria.

2. Imdgenes de trayectorias. En ocasiones es conveniente expresar una trayectoria
en términos de x y y cuando se quiere conocer su imagen. Podemos lograrlo si
eliminamos el parametro. Por ejemplo, (x, y) = (£2, *) significa ¢ = /x, de manera
quey=tt= (\/E)4= x%. Advertencia: en este ejemplo, x = 2, por tanto, x nunca
es negativa.

3. Funciones circulares. Si una trayectoria se parametriza mediante expresiones de
la forma cost y sent, entonces algunas veces es posible eliminar el parimetro si
elevamos al cuadrado y sumamos. Utiliza la identidad cos? ¢ + sen® = 1y otras
identidades trigonométricas.

4. Velocidad, aceleracion y rapidez. Las componentes del vector velocidad son las
primeras derivadas de las componentes de la trayectoria. La rapidez es la longitud
del vector velocidad. La segunda derivada es el vector aceleracién. Observa que la
derivada de la rapidez no es la aceleracién. La rapidez es un escalar, mientras que
la velocidad y aceleracién son vectores.
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Rectas tangentes. Es facil encontrar una recta tangente si recordamos que una recta
se puede describir de la forma a + tv. El vector a es un vector en la trayectoriay v
es el vector velocidad o'(2).

Solucion alternativa al ejemplo 6. Un punto sobre la trayectoria y sobre la recta
tangente es o(w) = (—1,0, w). Del tiempo 7 a 2, la particula se mueve a lo
largo del vector tangente, de manera que el desplazamiento es (27 — m)(v(1)),
donde v(¢) es el vector tangente. Entonces la respuesta es (—1, 0, m) = w(0, —1, 1).

. Segunda ley de Newton. Esta establece que F = ma, donde F es la fuerzay aes la

aceleracion. Debes recordar esto.

. Ejemplo 7. En este ejemplo se deducen tres ecuaciones famosas de astronomia. Es

probable que no sea necesario memorizarlas. Pregunta a tu profesor.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Se saca la primera derivada de cada componente y se obtiene o’'(t) =

. (b

(¢', —sent, cost). Evaluamos en ¢t = 0 y obtenemos ¢’(0) = (1,0, 1).

(b) Tenemos o (t) = (sen 3t, cos 3¢, 2¢/2), de manera que o(1) = (sen 3, cos 3, 2).
Si tomamos las primeras derivadas, obtenemos el vector velocidad v(z) =
o’'(t) = (3cos 3t, —3 sen 3t, 3v/1), de modo que o’(1) = (3cos3, —3sen 3, 3).
La segunda derivada nos da el vector aceleracién a(t) = a’(t) =
(—9sen 3t, =9 cos 3¢, (3/2)t'/?), de donde, /(1) = (—9sen3, —9 cos 3, 3/2).
Laecuacién de larecta tangente es I(f) = o(1)+t0’(1) o1(t) = (sen 3, cos 3, 2) +
t(3cos 3, —3sen3, 3).

(b) Tomamos la primera derivada de cada componente para obtener el vector velo-
cidad o’(¢t) = v(t) = (fcost +sent, —tsent + cos ¢, \/5). El vector aceleracién
consta de las segundas derivadas, de manera que o’/(t) = a(t) = (—tsent +
2cost, —tcost —2sent, 0). Por lo tanto, v(0) = (0, 1, \/5), a(0)=(2,0,0)yla
recta tangente es I(A) = a(0) + Av(0) = 0 + A (0, 1, V3) =0, 1, \/5).

. Queremos F(0) = ma(0), donde m = 1. El vector aceleracién es a(t) = r’’(¢t) =

(—cost, —4 sen 2¢), de donde a(0) = (—1,0). Asi, F(0) = —i g-cm/s? = —0.001i
newton.

Sea X = 2x, por tanto, X> +y* = 1.

Identificamos esto como un circulo.

Sea X = cost y y = sent, de donde,

x = senX/2 = (cost)/2. Nuestra

trayectoria o (f) esta descrita por la
172 x férmula (x, y) = ((cos 1)/2, sent)
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12. (b) Sea o(t) = 61 ()i + 52(H)j + o3(DK y (&) = p1(Di + p2(£)j + p3(Hk, de manera

que
ik
o) xp@)={o(t) o) o3()
p1(t) p2®) p3(®

= [02()p3(1) — o3(Dp2(D]i + [3(Dp1 (1) — o1 (D)p3(D]j
+ [o1()p2() — o2(Op1(D]k.

Por la regla del producto, el lado izquierdo es

%[00‘) x p(D)] = 05(Np3 (1) + 02(NP3(1) — S5(DP2(r) — a3(DP2 (D]

+[o4(Dp1(D) + o3(DP} (1) — B (DP3(1) — o1 (DP(OL
= [a1()p2(r) + o1(DP5(1) — T5(Dp1(F) — o2(Dp (DK

También calculamos

do i J k
ar xp)=|o1() o3) o4
p1(r)  p2(t) p3()

= [05(H)p3() — o3 (Op2(D]i + [05(D)p1 (1) — 1 (DP3 (D]
+ [0 (Dp2(t) — o5 (Dp1(D]k.

De manera similar

d
o) x d—': = [o2()p3(t) — o3Py (D]i + [o3(H)p () — o 1(H)P5(D)]j
+ [01(D)p3 (1) — o2 (NP1 (D]K.

Si sumamos y comparamos, demostramos que

d _do dp
E[o(t)xs)(t)]— R x p(t) + o) x o

14. Si usamos el ejercicio 12(b) obtenemos
g;[m(r(t) X V()] = m%[c(r) X v()] = m%‘tz X v(t)+ a(t) x %

Perodo /dt = v(t),dv/dt = a(t) y v(t) x v(t) = 0, por tanto la ecuaci6n se reduce a

m[0 + o(t) x a(?)].
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Si ¢ es una constante
cluXw)=cuXxw=u X cwW,

de manera que
mlo (1) x a(t)] = o(1) x ma(t) = o(t) x F(o(r)).

Si F(o()) y o(¢) son paralelos, su producto cruz es 0, por lo que el momento
angular es constante.
Este es el caso del momento angular, ya que

mMo(t)
F(o(n) = ToOP”

vemos que F(o'(t)) es un multiplo de o y por lo tanto, es paralelo a o (¢).

3.2 Longitud de arco

OBJETIVOS

1. Poder calcular la longitud de arco de un segmento dado de una trayectoria.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. Es frecuente que se utilice s para denotar una trayectoria en el espacio
en lugar de o.

2. Longitud de arco. Es lo mismo que la longitud de la curva. Las longitudes se
pueden sumar, de manera que podemos calcular la longitud de arco para curvas que
no son diferenciables en un niimero finito de puntos.

3. Férmula de la longitud de arco. Tal vez sea mas facil recordar que la longitud de
arco es la integral de la rapidez, (no de la velocidad). Esto tiene sentido porque la
longitud de arco nos da la distancia recorrida. En cualquier caso, debemos saber
que la férmula es

b
o) = / o’ ()] at.

4. Trucos de integracion. (a) Debido a la naturaleza de la férmula de la longitud de
arco, conviene seguir el consejo de la nota de la pigina 208 y memorizar la férmula

/Vx2+a2dx= <l> [x\/x2+az+azlog (x+ x2+a2)} +C.

2
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Si no quieres memorizarla, esta férmula se puede deducir mediante sustitucién
trigonométrica. Pregunta al profesor si es semejante a las férmulas que se pedirdn
en el examen.

(b) Busca cuadrados perfectos. Los radicales se pueden eliminar del integrando si
aparece un cuadrado perfecto.

5. S6lo existen longitudes de arco positivas. Si al calcular una longitud de arco tienes
un resultado negativo, cometiste algiin error. Las longitudes de arco siempre son
positivas.

6. Demostracion mediante sumas de Riemann. Si no entiendes la demostracién de la
férmula, debes regresar a ella después de que las sumas de Riemann se expliquen
con mads detalle en el capitulo 5. Entender la demostracién de las férmulas da un
entendimiento més profundo de la teorfa.

7. Advertencia sobre parametrizacion. Si necesitas parametrizar una curva, asegui-
rate de que se recorre una sola vez. La orientacién también es importante y serd
particularmente significativa en el capitulo 7. Las consecuencias negativas de una
parametrizacién incorrecta se ilustran en el ejemplo 1.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS
1. (b) Del ejercicio 2(b), seccién 3.1 o'(t) = (3cos3t, —3cos 3y, 3v/3), también
lo'@®)|| = [(Bcos3t) + (—3sen3t)? + (vV1)21/%2 = V/O+9t = 3v/1+1. Asi,

la longitud de arco es

1 1
/ 3\/1+zd:=3-§ -(1+:)3/2|0= 2232 —1)y=4v2 -2.
0

(2) Dada o(t) = (1,1,(2/3)*/?), calculamos o'(t) = (1, 1,/7);
V1+1+41t=+/2+1t, de manera que la longitud de arco es

lo’'®)| =

h 2 no2
/ V2+tdt=22+ 1)3/2| =22+ = 2+ 1)
to 3 b 3
4. Dada o(t) = (¢, tsent, t cos t), calculamos o'(t) = (1, sent + £ cost,cost — t sen t).

Entonces ||o’(?)]| = [1 + (sent +tcos £)? + (cost — tsen?)?]'/2 = V2 + 2. Como
a(0) = (0,0,0) y o(w) = (w, 0, —m), queremos la longitud de arco en [0, 7], por lo

que necesitamos calcular:
s
/ V2 +£2dt.
0

Esta integral se calcula por el método de sustitucién trigonométrica: hacemos
tan® = /2t y después efectuamos la integral que contiene sec? 8. Esto se deja
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como ejercicio. Otra alternativa es usar la férmula que se encuentra en las tablas
de integracién:

6. (a)

(b)

11. (a)

/v2+t2dt— [t\/2+12+21n(t+ t2+2)] |Tr
0 0

NI»—‘ NI

[ Va2 +2+2In (m@) —21n\/i]

Como T(¢) - T(t) = ||T®)||*> = 1, podemos derivar ambos miembros de T(r)
T(f) = 1. Mediante la regla del producto para el producto punto (véase el
ejercicio 12(a), seccién 3.1), (d/dt)(T() - T(t)) = (d/dt)(1) = 2T(t) - T'(¢) =
lo cual implica que T(¢) - T'(t) = 0.

Si comenzamos con T(¢f) = ¢’(t)/||6’ (r)||, podemos derivar con respecto a ¢,
usando la regla del cociente:

T'(t) =

( '(t)) o ()]0’ (1) - (@/dD]|o’ ®)]|o’ (1)
lo’ ]| e’ @I

Recuerda que ||’ (#)||? = o’(t) - &/(t), de manera que

d d 1
A CACIESAVAIORCIOESICIOR o' ()72’ (t) - " (1))
_o'(n-a"()

o’ @]l
La sustitucién lleva a
, II( ) I(t) . (l'”(t) ,
T'(t) = _—
_ (r”(t)lltr’(t)ll2 — (') 6" (1)’ (t)
lo’(0)]?

De las definiciones de k y N en los ejercicios 7(b) y 8,

dT T'(s)

= TI T/
I ) = 1T ol

Los vectores T, N, y B tienen longitud unitaria y forman un sistema derecho
de vectores mutuamente ortogonales, asi tenemos

TxN=B, NxB=T, BxT=N.
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Derivando, si usamos la regla del producto para el producto cruz, obtenemos:

dN d dB dT _dB dT
xT)y=— xT+B x xT—-— xB.
ds ( )= x ds  ds ds
Usando el hecho dB/ds = —1N (ejercicio 9) junto con los resultados que
se obtuvieron en este ejercicio y factorizando la constante del producto cruz,
obtenemos

—T(N X T) — k(N x B) = —1(—B) — kT = —kT + 7B.
Por iltimo,

dB

d dT dN
Is —E(TXN)_d_S x N+ T x E-kNxN+T><(—kT+-rB)

=kKNXN—-kTxT++sT xB=1N

comoNxN=TxT=0.
(b) Primero obtenemos w = (w;, w,, w3) y después calculamos

T i j k
w X (N) =|lw; w 3
B T N B
=Bw; — N(.o3)i — (Bw; — Tw3)j +(Nw; — T(.oz)k
dT, dN, dB
=—i+—j+—k
ds ds ds
Si igualamos las componentes de i, obtenemos % = kN = Bw, — Nws, asi,
w2 = 0y w3 = —k. De manera similar, obtenemos w; = —, en consecuencia
w = (-7, 0, =k).

3.3 Campos vectoriales

OBJETIVOS
1. Poder dibujar un campo vectorial sencillo.

2. Entender la relacién entre lineas de flujo y campo vectorial.



70

CAPITULO 3 FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Campos vectoriales. Son mapeos de R” en R". Observa que las dimensiones de los

espacios son iguales. A cada punto x se le asigna un vector. Los campos vectoriales
se representan geométricamente dibujando el vector asignado con origen en x.

. Campos escalares. Difieren de los campos vectoriales en que a cada punto x del

dominio se le asigna un escalar, no un vector. Un ejemplo es la cantidad de lluvia
que cae en cada punto de la superfice de la tierra. La velocidad del viento en
cualquier instante de tiempo es un ejemplo de campo vectorial.

. Gradiente contra campo vectorial. Todos los campos gradientes son campos vec-

toriales, pero no todos los campos vectoriales son campos gradientes. Por ejemplo,
el campo vectorial, i + xj no es un campo gradiente porque no es posible encon-
trar una f tal que df /dx = 1y df/dy = x. Si un campo vectorial Pi + Qj es un
campo gradiente, entonces dP/dy = dQ/ox. Esta afirmacién proviene del hecho
de que 9°f/dxdy = 8°f/dydx vale para cualquier funcién f que tenga un buen
comportamiento.

Lineas de flujo. Son las trayectorias que tomaria una particula si tuviera la libertad
de moverse a lo largo de los vectores de un campo vectorial. Si pensamos en un
campo vectorial como la velocidad, las lineas de flujo mostrarian desplazamiento.
La férmula que describe una linea de flujo puede obtenerse si integramos cada
componente de un campo vectorial (o si resolvemos un sistema de ecuaciones
diferenciales).

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (b) En cada punto (x, y) dibujamos una pequefia flecha en la direccién de (x, —y),

luego conectamos las pequeifias flechas para obtener las lineas de flujo. Un mé-
todo alternativo es resolver el sistema de ecuaciones diferenciales da/dt = x,
dy/dt = —y y escribir y en términos de x, después graficar las lineas de flujo
y = C/x para varios valores de la constante C. Nuestros calculos generan el
dibujo de la siguiente pagina.
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s
Z
/
/

4. Primero dibujamos la superficie de nivel V(x,y) = (x + y)/ x? + yz) =1 Si
reordenamos y completamos cuadrados obtenemos (x> —x+1/4)+(y> —y+1/4) =
(x + 1/2)* + (y + 1/2)* = 1/2. Por lo tanto, la superficie de nivel V(x,y) = 1
es un circulo de radio 1/1/2, centrado en (1/2, 1/2). La grafica de —VV es dos
conjuntos de circulos que pasan por el origen, como se muestra a continuacion.

y# y

L),

6. Queremos demostrar que o’(f) = F(o(r)). Derivamos para obtener o’(f) =
(2¢%, 1/t, —=1/1?). Calculamos F(o(t)) = (2x, 7, —2%) = (2e*,1/t, —=(1/1)?), que
es, en efecto, o’(?).
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3.4 Divergencia y rotacional de un campo vectorial

OBJETIVOS

1.
2.

3.

Dado un campo vectorial, poder calcular su divergencia.
Dado un campo vectorial, poder calcular su rotacional.

Poder explicar el significado fisico de divergencia y rotacional.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

El operador V. Este operador, llamado “del” (nabla), nos dice cémo acomodar el
vector de derivadas parciales: (3/dx, /3y, 3/9z).

. Rotacional. Observa que el rotacional es un vector, no un escalar. Debes conocer

las dos notaciones: V x F = rot F. Tienes que saber que el rotacional estd asociado
con rotaciones y que el término irrotacional significa rot F = 0.

. Espacio vdlido para un rotacional. Observa que el rotacional es una propiedad de

R’. Se puede calcular el rotacional de vectores en dimensiones superiores a 3. El
vector de dos dimensiones i + j se debe considerar como i + j + Ok si se desea su
rotacional.

. Divergencia. Observa que la divergencia es un escalar, no un vector. Debes conocer

las dos notaciones: V -F = divF. Tienes que saber que la divergencia es una razén
de expansién o compresién. El término incompresible significa que divF = 0.

. Laplaciano. V*f significa V - (Vf), que es un escalar.

. Teoremas. Las igualdades V x (Vf) = 0y V - (VF) = 0 son itiles; es bueno

memorizarlas. Si necesitas alguna de estas igualdades y se te olvidan, siempre
puedes obtenerlas mediante célculos.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Elrotacionales V x F =

i j Kk
d/ox d/dy d/oz
¥z Xz xy

d d d d
=i (5;()‘)’) - 5;(“)) - (b;()f)') - B—ZQ'Z))

d d
+k (é;(xz) — a—y(yz))

=x—xi—@-yj+@z—2k=0.
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0 d d
. (b) Ladi iaesV -F=— — —(xy)=0.
2. (b) La divergencia es F ax(yz)+ ay(xz)+ az(xy) 0

3. (b) Primero calculamos Vf = (y + 2)i + (x + 2)j + (y + x)k. Entonces

i §  k
VxVf=|a/ox o/dy d/oz
y+z x+z y+2z
2 d . 0 0 .
= [a—y(y+x)— a—z(x+z)] i— [a(y+x)— —{E(y+z)}.l
0 0
+ [g;(x+z)—5y—(y+z)}k
=(1=Di—(1-1j+1-1k=0.
6. (a)
; y k 0 3,3 9 .92
rotF=V xF=|d/ox d/dy d/oz =k(£(x +y)—5(3x y))

3x%y 2+y) 0
=k(3x® = 3x2) = 0.

(b) Notemos que si F = Vf, entonces 3x2y = (3/ox)f(x,y) y (X3 +y%) =
(9/3y)f (x, y). Integramos cada ecuacién:

fly) = / 3xydx =y + g(y),

donde g depende s6lode y, y

4
flxy) = / 3 +ydy =2y + yz +h(x),

donde h depende sélo de x. En ambos casos, f(x, y) debe ser la misma, as{
que comparamos ambos lados. Si hacemos g(y) = y*/4 y h(x) una constante
arbitraria, entonces f(x, y) = x>y + y*/4 + C satisface Vf = F.

8. (c) Sea F(x,y) = €' cosyi — " senyj, donde la componente de i es la parte real
de €79, y la componente de j es la parte imaginaria. Calculamos divF =
(9/0x)(e* cosy) + (0/dy)(—e* seny) = e* cosy — e cosy =0y

i j k
0 0 0 0 0
rotF = Py 5; Zl= k (5(—(‘ seny) — a—y(e‘ cosy))
efcosy —e*seny 0

=k(—€*seny+¢e*seny) =0.
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Por lo tanto F es incompresible y rotacional.

11. Por la regla del producto,
i(v w)| = dv WtV aw
dt =0 dt dt
= [Dxf(0)v] - w + v - [D,F(0)w].
Denotemos la matriz DyF(0) con A. Primero mostraremos que ATv .- w=v.Aw.
Recuerda (del algebra lineal) que v - w = w’v para dos vectores v y w, y que
(AB)T = BTAT. Por tanto,
v-Aw = (AW) v=w/ATv)=ATv . w

De aqui y de la propiedad distributiva podemos concluir que

d
2 W|,o= [(D<F(0) + (DF©0) )] - w.

3.5 Cilculo diferencial vectorial

OBJETIVOS

1. Poder manejar expresiones que contengan producto cruz, producto punto y el ope-
rador “del” (nabla).

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Repaso. Esta seccién te da la oportunidad de repasar c6mo se calcula el gradiente,
el rotacional, la divergencia y el Laplaciano.

2. Férmulas en R3, Observa que el producto cruz o el rotacional aparcen en las férmu-
las de la tabla 3.1; por lo tanto, se supone que las férmulas se usan en R® y no en
dimensiones superiores.

3. Importancia de la tabla 3.1. Estas formulas son titiles en el desarrollo de 1a teoria
de vectores; sin embargo, no debes memorizar la tabla. Se puede consultar la tabla
cuando se necesite. Resultara evidente cudles féormulas son las mas importantes
porque las consultards con mds frecuencia.

4. Ejercicio 8. Estas férmulas se usan con mucha frecuencia en los ejemplos. Debes
hacer este ejercicio aun cuando no se te asigne.

S. Coordenadas esféricas y cilindricas. Muchos problemas de fisica e ingenieria
implican objetos de forma cilindrica o esférica. Los sistemas correspondientes de
coordenadas son ttiles para resolverlos. No es normal que las férmulas para div,
grad y rot en dichas coordenadas se memoricen, pero debes estar preparado para
consultarlas, dependiendo del gusto de tu profesor.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

3. (9) Queremos demostrar que el div(F x G) = G - rotF — F - rot G. Denotemos
dA/dx con A,. Sea

F=(F,F2,F3) y G=(G1, G, G3).
Entonces
div(F x G) = div[(F2G3 — F3Gh)i + (G1F3 — F1G3)j + (F1Gy — F2G1)K]
= (FyG3 — F3Gy)c + (G F3 — F1G3), + (F1Gy — F2Gy),
= (F2)xG3 + F2(G3)x — (F3):G2 — F3(Ga)x
+(G1)yF3 + Gi(F3)y — (F1)yG3 — F1(Gs)y
+ (F1);G2 + F1(Gy); — (F2),G1 — F2(G),
= {G\[(F3)y — (F2);] — G2[(F3)x — (F1),]
+ G3[(F2) — (F1)y1} — {F1l(G3)y — (G2),]
— F2[(G3)x — (G1):] + F3l(G2)x — (G1)y1}
=G - rotF —F - rotG.

S. (c) Sustituyendo directamente,
(F - V)G = [2x2%(3/0x) + (3/0y) + ¥ zx(3/32)1(x%i + y2j + 2°k)
= 2xz2(8/ 0x)(x%i + y2j + 22K) + (3/3y)(x%i + y%j + %K)
+y’2x(8/82)(x%i + y*j + 2°k)
= 4xZ% + 2yj + 2y°zxk = 4x22% + 2yj + 2y° 22k

8. (a) Tenemos V(1/r) = V(1/+/x% + y? + z2). Empezemos encontrando (3/dx)(1/r)
0

0 1 _ —2x _ —x =X
X\ \/xZ+y 422 ) 202+yr 47232 (xF+y2+ 2P P37

Por simetria, (3/9y)(1/r) = —y/r}y (8/8z)(1/r) = —z/r>. Portanto, V(1/r) =
—(xi+yj+2zK)/r* = —r/r>. En general

v(rn) = V((xz +y2 + Z2)n/2)

(6/:3x)((x2 +y2 + 22)"/2) = (n/2)((x2 + y2 + zz)"/z_l)Zx =nxr""?,
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en consecuencia, por simetria,

V(") = nr"~%(xi + yj + zk) = nr"2r.

Por tiltimo,

Vdogr)=V (log (\/x2 +y? +zz)) ,

4 1
p (log (\/xz +y? +-z2)) = . a%(, /X2 +y2 +72) = ri’

x2+y? 472

en consecuencia, por simetria, V(logr) = (xi + yj + zk)/r> = r/r.
(b) Usando los resultados de la parte (a), V*(1/r) =V -V(1/r)=V - (r/r?) =

La primera derivada parcial es

d ( x >_(x2+y2+22)3/2—-%\/x2+y2+22-2x2

ax \(2+y2+22)3/2) ~ (2 +y2+22)

24yt 42 322
G2+ + 202

Por simetria,

ad y _.1'2+y2+zz—3y2
y\ R+ +20R ) a2y
3 z x4yt 422 -3
az \O2+y2+223/2) 7 (2 +y 422527
Entonces
v. (75 - 3(x2 +y? +22) — 3(x? + ) +27) -0
B (x2 +y2 + Z2)5/2 -

De manera similar, la parte (a) nos dice en el caso general,

Vi) =V -V =V - (nr"?r).
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Calculamos

%((XZ +y2 +Z2)n/2—l .x)

=n [(xz 32 42021 40,2 (g _ 1) 2+ +Zz)n/z-z] .
Otra vez por simetria,

V - (nr" ) = n[3(x? + y* + 222!
+ (2 4y + )0 — 2 +yF + 2V,
=nr"?B+n—2)=n(n+ Hr" =

(c) Laidentidad V - (r/r3) = 0 se obtiene inmediatamente de la parte (b).

Para el caso general, usamos otra vez la parte (b) y calculamos V - (r*r).
Observemos que solamente necesitamos dividir los resultados del caso general
entre n y cambiar n — 2 por k (;Por qué?). Entonces V - (r*r) = (k + 3)r* =
(n +3)r", asi, si cambiamos el nombre de k por n obtenemos el resultado.

(d) Mediante un célculo directo, obtenemos

ik
V xr=|9/ax a8/dy d/oz|=0.
X Yy Z

Mediante la férmula 11 de la tabla 3.1, el calculo y el caso general en la parte
(a) es completo,

Vx@'n)=r"(Vxrn+Vie") xr

=0+nr"2(rxr)=0.

11. Seax =rcosfyy=rsen®, asi, dx/dr = cos0, dy/dr =sen 9, dx/360 = —rsen 0
y dy/30 = rcos 8. Mediante la regla de la cadena:

ou Odu ox Odu 0y ou ou
—=—+—+——-==cos8 | — | +sen@ | —
or odx dr dy OJr ox ay

du Ou Ox Ou 9y ou ou
—=—-+—+—-+->=—rsenf | — | +rcos0 | — .
00 odx 00 Jy a6 ox dy
Ahora despejamos du/dy: multiplicamos la expresién du/dr por r sen 6 y multi-
plicamos la expresién du/d6 por cos 8. Las sumamos:

ou ou ou\ . . du ou\ 1 ou
rsen® | — J+cos® | — | =r | — | implica— =sen@ | — |+—cosO | — |.
ar 20 ay oy or) r a6
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De manera similar, despejamos . Multiplicamos la expresién du/dr por rcos 0
y multiplicamos la expresién au/ 69 por — sen 6. Sumamos ambas:

rcos® a_u —sen 0 ou =r 8_u im licaa—u—cose a_u —lsen() 92
ar ¢ 30 ) \ox P o = or r 30 /)

Usando la regla de la cadena otra vez encontramos la segunda parcial:
O _ 9 (ow) _ 9 (ow\ ar 3 (ow) 06
ax?  ax “or\ox) ax 0 ox
= | cos Oazu + ! sen 6 ou 1 sen 0 ou !
- arz  r? 30 r a0or cos 0
92 1 d 1 92 -1
+(—sen9—+cosf) “ —cos()—u——sene u)( )

a0dr r a0 302 rsen9

0°u 1 0usen® 1 8%u sen®
m-*ﬁa_()cosﬂ_;aearcose
l%_la% cose+icosﬁa_u+l&
ror ro0drsen® r2senB9® r2 002

De manera similar,
Pu_ o (ou _ 0 (ou\ or 9 (ou) 98
ay2  ay \ay/ ar\ady/ oy a6 dy
1 u 1 1, 0%u
= . u_ 1 ose? +- —
(sen 9) (sengaﬂ 72 c0sbag + pcosbyy ae)

1 0u 1 1 u
+ ‘ 9— +sen—— — — 9— — —senf—
(rcos()) ( O T ahar T %50 T 5" ae)
au 1 cos0du ' 1 0%u cos®
ar?  r2sen090 rdrdOsend
10u 1sen® 9%z 1 3%« 1 senbdu

- —_— e — ———
rdr rcos®drd® r20062 r2cos0 a0

Sumamos y eliminamos términos. Obtenemos

62u+82u_2 62u+16u+ 1 8%u
oax2  ay2  “\oar2 ror r?oe?

Pero como V2u = 0, esto se reduce a

62u+16u+ 1 0%u
ar2  ror r:oer



3R EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 3 79

3.R Ejercicios de repaso del capitulo 3
SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS
1. (b) Ladivergenciaes V- F = 9y/dx + 9z/dy + dx/dz = 0.

2. (b) Elrotacional es

i i k
VxF=|0/ox d8/dy 8/dz
y b4 x
a ay
dy 9z 0z ox ox Ay
=—i—-j—k

4 (b) Calculamos divF =V -F=2(x)+ %@2) + 2 (z%) = 2x + 2y + 2z. También,

i i kK
rotF=V xF=|d/ox 9/dy d/az
12 )2 2

IS IS IS D DS PO PR P
- |2 - 200 i- | 2@ - 2] i | 00— 2o &
=0

5. (b) El vector velocidad es v(f) = o'(t) = 2ti + (=2t sen(t?))j + 4t°k. El vector
aceleracién es a(t) = o”/(¢) = 2i + [—2 sen(t?) — 412 cos(¢?)]j + 12¢°k. Cuando
t = /m, tenemos v(y/m) = 2/mi + 4mw/mk y a(\/7) = 2i — 4wj + 127k,
La rapidez es la longitud del vector velocidad. Cuando ¢ = /, la rapidez es
[47 + 167°1'/2 = 24/ + 4w3. La ecuacién de la recta tangente estd dada por
1(2) = o (\/(m)) + tv(\/m) = (7w — 1, =1, W) + t(2\/, 0, 4m/m).

9. Utilizamos la ecuacién F = ma = mo”. Aqui, ¢’ = (2, —sent, —cosr). Con
t=0,a(0)=(2,0,-1),asi, F(0) =m(2,0, —1).

11. Cuando ¢ = m, la particula se encuentra en (, w2, —). En este punto, el vector
velocidad es v(¢) = ¢/(f) = (1,2t,cost — tsent), el cuales (1,2w, —1)ent = .
La ecuacién de la recta tangente es I(\) = (1, w2, —m) + \(1, 2w, —1). Sustituimos
N\ = 1 para localizar la particula ya que At = 2 — 7w = 7. En ¢ = 27, la particula se
encuentra en (2, 37% — 2m).
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15. Queremos mostrar que ¢’'(t) = F(o(?)). Aqui,x=1/(1-1),y=0,yz=¢€'/{1~1).
Obtenemos dx/dt = 1/(1 — t)?, dy/dt = 0, y dz/dt = (2¢' — te*)/(1 — t)*. Por
lo tanto, dx/dt = x2,dy/dt =0,y dz/dt =z(1 +x) = [¢!/(1 = D][1 + 1 /(1 — )] =
Qe — te')/(1 — 12

16. De x2 = y* = 75, obtenemos y = x?/3 y z = x¥/5. Sea x = 1, la trayecto-

ria de la curva es o(t) = (¢,1*/3,1¥/5). Aqui, tenemos 1 < t < 4y o'(t) =

1, (2/3)~1/3,(2/5)t~3/5) La longitud de arco es

4 , 4\/ 4 /3 4 6/
ao'(t)|dt = 1+ =t=23 4+ —1=6/54;,
/; ” ()” [ 9 ZSt dt




CAPITULO 4
DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR;
MAXIMOS Y MINIMOS

4.1 Teorema de Taylor

OBJETIVOS

1. Calcular los primeros términos de una férmula de Taylor para una funcién dada.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacién. El simbolo de suma .

>

ij=1

significa que se suman todas las posibles combinaciones de (i, j), donde i y j varian
de1a3,esdecir, (7,j)=(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3.2)y (3, 3).
En general, si se suman m indices de 1 a n, habrd »™ sumandos; en nuestro caso
son 3% = 9 sumandos.

2. Repaso. Antes de continuar, tal vez te convenga repasar la férmula de Taylor en tu
libro de célculo de una variable. Recuerda que la férmula de Taylor se puede usar
para aproximar valores de funciones.

3. Formula de Taylor. Debes aprender el patron general de la formula. Recordemos
que la férmula de Taylor es

f(xo+h) = f(xo) + Z hi —(xo>

Z h, (xo>+—2h. ,hka R a (Xo) +

T ij=1 ij.k=1

El segundo término, que contiene las derivadas parciales de segundo orden, serd de
gran importancia en las secciones siguientes. El término que contiene las parciales
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de tercer orden consta de 3" sumandos, de manera que puede resultar poco razonable
todos esos términos a menos que n = 2.

. Como calcular la formula de Taylor. Recuerda que es necesario calcular fodas las

derivadas parciales del mismo orden. Por ejemplo, cuando se calculan las segundas
parciales se debe calcular
LA A |

2 gy 2
dxy ox; x5

asi como todas las parciales mixtas

a2f 62f a2f

Ax10x2” Axadx; Ax10x3’

etcétera.

Observa que no es necesario calcular 8%f /dx;dx;, i # j dos veces porque las deri-
vadas parciales mixtas son iguales.

. Residuo de la férmula de Taylor. Recordemos que en célculo de una variable el

residuo estd determinado por algiin punto entre xo y xo + 4. Ahora, el residuo esta
determinado por algiin punto sobre la recta que une a los puntos Xq Yy Xo + h, donde
h=(hy, hy, ..., hy).

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. Recuerda que la formula de Taylor es un polinomio que aproxima a una funcién.

Si nuestra funcién es un polinomio, esta funcién debe ser igual a su serie de Taylor.
Por lo tanto, la férmula de Taylor de segundo orden de f es

fhi, hy) = (hy + hy)? = W2+ 2hhy + B3 en xp =0,y = 0.
De manera alternativa,

of _of
ax—ay

S ¥,

=2(x+ -5 = = = =
G Y 0 T axay T ayox - 92

En (0, 0), f(x,y) y todas las parciales de primer orden son iguales a 0, y todas las
parciales de segundo orden son iguales a 2. Asi, la aproximacién de Taylor es
(1/2)2)(h? + 2h by + B3) = (hy + hy)?.

. Aqui,f(0,0) = 1,f, = ycosxy—ysenxy,f, = xCOSxy—x senxy, fo; = —y?senxy—

¥2 COS XY, fry = fyx = COSXY — Xy SENXy — SENXy — Xy COSXY, Y f,y = —x? senxy —

x2 cos xy. En (0, 0), tenemos f; = f, = fix = f;,y =0y f;y = 1. Entonces la serie de
Taylor es:

f(hy, hy) = 1+ Ohy +Ohy + (1/2)(OK3 + 2h hy + Oh2) = 1 + hyhy + Ra(h, O).
1 2
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7. (b) Parax > 0y x < 0, f(x) = exp(—1/x) es infinitamente diferenciable. Para
x = 0, debemos usar la definicién de derivada:

f(X) f(0) = lim exp(—l/x)_

x—»O‘ X

o=

Sea u = 1/x. Debemos mostrar que 1im,_, o, u exp(—u) = 0. Por la regla de

L’Hopital,
1
lim we™ = lim (i) = lim (—) =0.
u—00 u—oo \ e* u—oo \ e
En general,
f(n)(o) f(n 1)(x) f("_l)(o)

X

o) = ie)(p ( ) SO = (—2 + —l—) exp (%1) ,

asi, si podemos mostrar que el lim,_, ., #"e™* = 0 para toda n, entonces pode-

mos concluir que f es C* en x = 0. Otra vez usamos la regla de I’Hopital »n

veces:
un
lim "¢ =1lm —=...= lim — =0.
u—00 u—oo ek u—oo ek

—u

Asi, f es C*°, con todas las derivadas iguales a 0 en x = 0. Ahora, f(0+ h) =
exp(—1/h) > 0, pero

)

k-
a h=0.

fO +f Oh+...+

Entonces f no es analitica.

4.2 Extremos de funciones con valores reales
OBJETIVOS
1. Poder encontrar los puntos criticos de una funcién real de dos variables.

2. Saber usar el hessiano para clasificar los puntos criticos de una funcién.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

. Definiciones. (a) Un extremo local o relativo es un punto xy donde f(xg) es el valor

mds grande o mds pequefio en una vecindad de xg.

(b) Un extremo absoluto es un punto xo donde f(xg) es el valor mis grande o mas
pequefio en el dominio entero.

(c) Los puntos criticos aparecen cuando todas las derivadas parciales son cero.

(d) Un punto silla es un punto critico que no es un extremo local.

. Relaciones entre puntos criticos valores extremos. Todos los valores extremos se

presentan en puntos criticos, pero no todos los puntos criticos son extremos. Los
puntos criticos también pueden ser puntos silla.

. Funciones de valores reales. Advierte que estamos comparando valores de funcio-

nes reales, no valores de funciones vectoriales.

. Cémo encontrar extremos. Si df /dx = 0y 3f /3y = 0 tienen mds de una solucién,

se debe considerar cada combinacién de (x, y) que satisfaga las condiciones. Debes
hacer andlisis completos. Consulta el ejemplo 7.

Hessiano. Se denota con Hf (xg)(h) y es igual al segundo término de la férmula de
Taylor, el cual es

n 2
iZhh T (xg).

it
2! ij=1 ax,-axj

Como determinar el tipo de definitividad. Para determinar el tipo de definitividad

necesitamos conocer los determinantes de las subma-
ﬂ trices diagonales de la matriz hessiana. Debemos cal-

cular los determinantes comenzando desde la esquina
superior izquierda, es decir, a;,. Si todos son positi-
vos, entonces el hessiano es definitivamente positivo.
Si a;; < 0y los signos alternan, entonces el hessiano
es definitivamente negativo. Observa que este criterio
incluye el del teorema 5.

. Utilidad del hessiano. En un punto critico todas las derivadas parciales de primer

orden son cero, por tanto la férmula de Taylor se reduce a
f(xo +h) =f(xp) + hessiano + residuo,

donde el residuo es pequeiio comparado con el hessiano. Asf, si Hf (xg) es defini-
tivamente positiva, entonces

f(xo + h) = f(xo) + hessiano + residuo, < f(xo),
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10.

11.

en consecuencia, f(Xp) es un minimo relativo. De manera similar, si Hf (xp) es
definitivamente negativa, entonces

f(xg) > f(xg) + hessiano,

y f(Xg) es un maximo relativo.

. Clasificacion de puntos criticos. (a) Si Hf (xp) es definitivamente positiva, entonces

Xo es un minimo local.

(b) Si Hf(xo) es definitivamente negativa, entonces Xy es un maximo local.

(c) Si Hf(xg) no satisface (a) o (b) y no todas las submatrices son cero, entonces
Xo es un punto silla.

. Coémo encontrar la distancia minima. El ejemplo 7 muestra cémo encontrar una

distancia mfnima analizando d2. Esto se justifica mediante la regla de la cadena. Si
derivamos d?, 1a regla de la cadena nos da 2d(dd/dx) y 2d(dd/ dy), de manera que
estamos resolviendo otra vez dd/ox =0y dd/dy = 0. Como d > 0, el maximo (o
minimo) de d? seré el m4ximo (o0 minimo) de d.

Como garantizar extremos absolutos. Si en R" tenemos un dominio cerrado y
acotado y f es continua en dicho dominio, entonces existen un mfinimo absoluto
y un mdximo absoluto. Las tres condiciones son necesarias. Piensa qué ocurre si el
dominio no es cerrado, si el dominiono es acotado o si f no es continua. Compara
esto con el teorema sobre valores extremos del cdlculo de una variable.

Localizacién de extremos en la frontera. En esta seccién se parametriza la frontera
de la regi6n dada y se deriva para determinar los puntos méximos y minimos. En
la seccidn siguiente se estudia otro método.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

3.

5.

Calculamos las parciales d9f /dx = 2x + 2y, y df /oy = 2y + 2x. Estas parciales
son cero en los puntos x = —y, por tanto, éstos son los puntos criticos. Como
fOy)=(+ y)2 > 0 para toda (x, y), los extremos deben ser minimos.

Por lareglade la cadena, of /ox = 2x exp(1+x2—y?) y of /dy = —2y exp(1+xZ —y?).
Si igualamos las parciales a 0, encontramos que (0, 0) es el tinico punto critico. Para
clasificar los puntos criticos, recordemos que la funcién exponencial es monétoma
(ésta es creciente o decreciente). Viendo la funci6n a lo largo del eje x, evaluamos
y = 0 para obtener f(x, 0) = exp(1 + x2). En consecuencia, x = 0 es obviamente
un minimo. Si vemos la funci6n a lo largo del eje y, evaluamos x = 0O para obtener
£(0,y) = exp(1 — y?). El lector se convencer4 de que en y = 0 hay un méximo.
Entonces concluimos que (0, 0) es un punto silla.
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En (0, 0), cos(x?+y?) = 1. Lafunci6n coseno es menor o igual que 1, asi (0, 0) es un
méximo. En (y/7/2, \/m/2), cos(x2+y?) = cos(m) = —1, por tanto hay un mfnimo,
ya que la funcién coseno no es menor que —1. Ahora consideremos el punto critico
(0, /w). Calculamos cos(x? + y2) = —1, asi, este punto critico también es un
minimo. Nota: este ejercicio no se puede hacer usando el criterio del discriminante
(teorema 5).

Las derivadas parciales son df /dx = seny y df /dy = 1 + x cos y. Igualando éstos
a 0, vemos que los puntos criticos son (—1, 2nm) y (1, (2n + 1)w), donde n es un
entero. Como 82f/dx? = 0, no podemos usar el criterio de la segunda derivada.
Consideremos el caso cuando x = 1. Nuestra funcién se convierte en f(y) = y+sen y.
La grifica de f(y) muestra que hay un punto de inflexién ahi cuando y = (2n + 1)m.
Entonces, concluimos que el punto (1, (2n+ 1)) es un punto silla, ya que a lo largo
de la recta x = 1, el punto critico no es ni mdximo ni minimo. De manera similar,
si x = —1, entonces f(y) = y — seny tiene sus puntos de inflexién en y = 2nw. Por
consiguiente, los puntos criticos (—1, 2n1r) son también puntos de inflexién.

f(y) 4 f(y) 4

14.

f(y)=y+seny f(y)=y-seny

Primero calculamos 9f /ox = (ycosxy)/(2 + senxy) y of /dy = (xcosxy)/(2 +
sen xy). Como el denominador esta entre 1 y 3, s6lo necesitamos resolver y cos xy =
0y xcosxy =0. De ycosxy = 0 obtenemos y = 0 0 xy = (2n + 1)7/2, donde n es
un entero. De xcosxy = O obtenemos una solucién adicional x = 0. Para cla-
sificar los extremos, observamos f(x,y). Como —1 < senxy < 1, tenemos
In(1) < f(x,y) < In(3). Asf, cuando xy = =3m/2, w/2,..., (4n + 1)™/2, tene-
mos f(x, y) = In(3) y estos puntos son maximos locales. De manera similar, cuando
xy=—m/2,3w/277/2,...,(4n + 3)7w/2, tenemos f(x, y) = In(1) y también mini-
mos locales. Ahora observemos (x, y) = (0, 0). Six =y, entonces In(2 + sen x?)

<y
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tiene un minimo cuando x = y = 0. Por otro lado, cuando x = —y, tenemos
In(2 + sen(—x?)) = In(2 — sen x2), el cual tiene un maximo en x = y = 0. Entonces,
el punto (0, 0) es un punto silla (véanse las siguientes figuras).

yi
In3
~N11rn2 3rn2 V3n2 X
z=1n(2 + senx?)
y A
Noxz N2 nz oz X

z =In(2 —senx?)

17. (a) Calculamos las parciales: 9f /ox = —6x(y—x2)—2x(y—3x2)y of /dy = (y—x*)+
(y—3x?). Igualando f /3y a 0, obtenemos 2y —4x? = 0, lo cual implicay = 2x2.
La sustitucién af /ox da —6x(2x% — x2) — 2x(2x? — 3x%) = —6x°> +2x* = 0, lo
cual implica que x = 0 y en consecuencia y = 0. Entonces, (0, 0) es un punto
critico.

(b) Sea g(t) = (at,bt). Entonces f(g(t)) = (bt — 3a*t*)(bt — a*t?) = b*> —
4a2br® + 3a**. Diferenciando obtenemos f/(g()) = 2tb* — 12a%bt? + 12a*% =
t(2b% — 12abt + 12a*1*) 1o que implica que ¢ = 0 es una de las soluciones.
La segunda derivada es f”(f) = 2b*> — 24a®bt + 36a*t> y f'(0) = 2b* > 0,
independientemente de b (o a), excepto, posiblemente en b = 0. Para b = 0,
f(g(®)) = 3a*t*, y tiene un minimo en ¢ = 0. Por tanto, en ¢ = 0 hay un minimo
relativo de f(¢) a lo largo de cualquier recta que pase por el origen.

(c) Observemos la pardbola y = 2x%. Entonces flx,y) = (=x)(x?) = —x* < 0.
Asi, para esta direccién particular, £(0, 0) tiene un méaximo.

21. Dado un volumen V, supongamos que las dimensiones son x X y X z, entonces
V = xyz y el drea de superficie es S = 2xy + 2yz + 2xz. Queremos minimizar S.
Despejando z tenemos z = V/xy. Entonces § = 2xy + 2V /x + 2V /y. Tomando
parciales obtenemos,

as 2
5, =2 —2va/x%) M
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s _ 2
3, =2 - 2VaD. )

Si igualamos (1) a 0, obtenemos y = V /x2. Sustituimos esto en (2) e igualamos a
0; 2x — 2V /(Vx?)? = 0, que es equivalente ax —x*/V =00x> =V ox = V!/3,
Entoncesy = V/x2 = V/V¥3 = VB y 7=V /xy = V/(V/3V1/3) = V1/3, Todas
estas dimensiones son iguales y por lo tanto, la caja es un cubo.

Calculamos las derivadas parciales: af /dy = anx"~''y of /dy = cny"~!. Si las
igualamos a 0, vemos que el punto critico es (0, 0). Las derivadas parciales de
segundo orden son 8%f /9x? = n(n—1)ax""2, 3*f /dy* = n(n—1)cy" %y 8*f /9xdy =
0. Por el criterio de la segunda derivada llegamos a la conclusion de que el origen
es un maximo si a y ¢ son negativos y n es par. El origen es un minimo si a y ¢ son
positivos y n es par. Para los demds casos, tenemos un punto silla en el origen.

Queremos encontrar los puntos extremos en el disco. Primero verificamos si algiin
extremo estd en el interior del disco. Calculamos las parciales de f y las igualamos
a0:

a—=2x+y=0
9
—f—2y+x=0
dy

De manera que (x, y) = (0, 0) es un extremo relativo y f(0, 0) = 0. En la frontera
tomamos x = cos 0, y = sen 8. Entonces f(x, y) =f(6) = 1+sen 8 cos 8. Derivamos
y obtenemos f(0) = cos? 8 — sen? 0. De la ecuacién f(8) = 0 obtenemos cos” § =
sen? 0, lo cual significa que 8 = /4, 3w/4, 57/4 o 7m/4 sobre el intervalo 0 <
6 < 2m Para® = w/4, f(x,y) = fA/V2,1/V2) = 1/2+1/2+1/2 = 3/2;
para & = 37/4, f(x,y) = f(=1/v2,1/v/2) = 1/2 —1/2+1/2 = 1/2; para
0=51/4,f(x,y) =f(=1/V2, =1/V2) = 1/2+1/2+1/2=3/2 y para® = /4,
fe,y) = f(1/v2,1/v/2) = 1/2 — 1/2+1/2 = 1/2. Por lo tanto, los méximos
absolutos se dan en (1/v/2,1/v/2) y (—1/v/2, —1/+/2) con un valor miximo de
3/2 y el minimo absoluto esté en (0, 0) con un valor minimo de 0.

En primer lugar, siempre debemos buscar extremos en el interior de la regién.
Tgualamos las derivadas parciales a 0: df /dx =y =0y df /dy = x = 0. De manera
que (0, 0) es un extremo relativo y en (0, 0), f(x,y) = 0. Sin embargo, no hemos
buscado en los puntos de la frontera. Para el segmento de recta en y = 1, tenemos
—1 < x < 1. En este segmento de recta f(x,y) = 1 - x = x, por consiguiente,
el minimo en este segmento se da en (1, —1) y el maximo, en (1, 1). Los otros
tres segmentos de recta se pueden analizar de manera similar. En consecuencia,
en dos de las esquinas, en (1, 1) y (—1, —1), f(x, y) = 1. En las otras dos esquinas
f(x,y) = —1. Por lo tanto, (0, 0) no es un extremo absoluto; el maximo esti en
(1, 1) y(—1,-1)yel minimoestien (1, —1) y (—1, 1).
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37. Supongamos que VZu = 0y u alcanza su minimo en D/dD. Sea u,(x,y) =
u(x, y)—(1/n)e*, entonces V2u, = —(1/n)e* < 0. Entonces, uj, es estricamente su-
perarménica y por el ejercicio 34 s6lo podemos tener un minimo en 9D, digamos que
en Pu(Xn, yn). Tenemos u,(xn, yn) = u(xn, yn) —(1/n) exp(xs) < u(xpn, yn) — e /n por-
que todax, < 1enaD. Si(xy, yo) es un punto en D entonces u,(xg, yo) > U, (X, Yn),

40.

(o]

u(xo, yo) — e/n > u(x,, yn) — e/n.

Si examinamos el lado izquierdo hacia arriba (como e/n > 0), tenemos

u(xo, yo) > u(xn, y») —e/n.

Como D es cerrado y acotado y u(x, y) es continua, debe existir un punto q =
(Xs0» Yoo) €n 8D tal que la desigualdad anterior se cumpla en una vecindad arbitra-
riamente pequefia de q. Por tanto, u(xg, yo) > #(Xs0, Yoo) Y ¥ tiene un minimo en la

frontera oD.

Primero, observa que & = (y/2)tan 8 y d = (y/2) sec 6. Entonces, queremos encon-

d
0 h
y/2

trar el valor maximo A = xy + (1/2)yh =
xy+(y*/4)tan 0. Nosdan P = 2x+y+2d =
2x+y+y sec 8. Observaque P es unacons-
tante. Despejamos x, y obtenemos x =
(1/2)(P—y—ysec 0) y nuestra funcién de
4rea se convierte en A(y, 8) = (Py — y% —
y*sec0)/2 + (y*tan 0)/4. Tomando las
derivadas parciales, obtenemos 0A/dy =

P/2 —y —ysecO +(y/2)tan® y 0A/30 = (—y*/2)secOtan® + (y*/4)sec’ O =
(y*/4) sec 6(—2 tan 0 + sec 0). Igualando 9A/30 = 0, obtenemos y = 0 0 2tan § =

sec 0, es decir, sen® = 1/2, es decir,

6 = w/6. La solucién y = 0 es imposi-

ble para los problemas geométricos. Cuando 6 = /6, tenemos sec® = 2/v/3 y
tan® = 1//3, asi, A/dy = P/2 —y — 2y/v/3 +y/2v/3. Igualando 9A/dy = 0,

obtenemos

a2\ "B 23

Por consiguiente, el 4rea mdxima es

Py —y* —y*

; )_1 B 2\1}3\/35'

sech y*tan0
LY

2

donde
PV3

Casos Y

4 »

o
9—6.
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4.3 Extremos restringidos y multiplicadores de Lagrange

OBJETIVOS

1. Saber encontrar valores extremos si se dan una o mds restricciones.

2. Poder analizar los valores criticos de una funcién con una o mas restricciones usando
el hessiano bordeado.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacién. La barra en f|S significa “restringido a”. Por ejemplo, si g(x,y) = x +Y,
entonces g|(x = 2) significa que queremos considerar la funcién g =2 +y.

2. Método para encontrar extremos restringidos. Este es un método alternativo que usa
las ecuaciones de (3) en lugar de las de (2). Primero replanteamos las restricciones
de manera que el lado derectio sea cero; por ejemplo, x +y = 2 se transforma en
x +y — 2 = 0. Luego consideramos la funcién A(x, \) = f(x) + \ - (restriccién).
Despejamos, dh/dx; = 0y dh/dN = 0. En el ejemplo 2 analizamos A(x, \) =
22—y +N(x?+y? —1),yenel ejemplo 3, A(X,\) = x + 2+ N(x2 +y2 + 22 — 1).

3. Resolucion de ecuaciones. En general, no estamos interesados en el valor de \;
s6lo en los valores de las variables. Algunas veces lo correcto es expresar A en
términos de las variables y luego eliminar A.

4. Advertencia. Recuerda que todas las ecuaciones deben resolverse de manera si-
multidnea. Resolver una sola ecuacién no ayuda a encontrar un extremo.

S. Generalizaciéon. Si hay mas de una restriccidn, entonces Vf(xg) = A Vg (Xg) +
A2 Vga(xp) + - - - + N Vgnu(xo). El lado derecho de 1a ecuacién (2) tendrd la forma

" dgi 3
Z )\iﬁ en lugar de AE
Py an ax,'

y habrd més ecuaciones de restriccién. Si prefieres usar las ecuaciones (3), sea
h(x, \) = f(x)+)_ \igi(x) y resolvemos 9h/dx; = 0y 0h/dX\; = 0 simultaneamente.

6. Hessiano bordeado. Es el hessiano con un “borde”, que consta de un renglén supe-
rior adicional y una columna mas en la parte izquierda. Las entradas de izquierda
a derecha o de arriba hacia abajo son 0, —dg/dx;, —ag/dx,, ..., —dg/dx,, donde
g es la restriccién. Observa que todas las entradas excepto el borde son derivadas
de parciales de segundo orden.
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7. Clasificacién de puntos criticos. (a) Sitodas las submatrices de n X n son negativas

para n > 1, entonces Xp estd en un minimo local.

(b) Si los signos alternan: positivo, negativo, positivo, ..., comenzando con la
matriz de 2 x 2, entonces X, estd en un maximo local.

(c) Si el patrén no satisface (a) o (b) y no todas las submatrices son cero, entonces
Xo esta en un punto silla.

Nota que el signo de las submatrices es opuesto al del criterio desarrollado en la

seccidn anterior.

8. Extremos en una region. El método de los multiplicadores de Lagrange es bueno
s6lo para localizar extremos en una frontera. No olvides analizar los puntos criticos
del interior de la region.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. Usamos el método de los multiplicadores de Lagrange. Tenemos Vf(x,y,z) =
(1, —1, 1), y 1a constante es g(x, y) = x? + y* + z2 — 2, de manera que AVg(x, y, 2) =
A(2x, 2y,2z). Por tanto, Vf = AVgnosdal = N2x, —1 = A2y y 1 = A2z
Asf tenemos x = z = —y = 1/2\. Sustituimos esto en la constante: (1/2\)? +
(—1/20)% + (1/20)? = 3/4\% = 2, 0 \ = £(1/2),/3/2. Para A = +(1/2)v/3/2,
tenemos (x,y,z) = (\/7, —/2/3, \/2/_3) y para A = —(1/2)4/2/3, tenemos
xy2)= (—\/ﬁi \/7 \ —\/2/—3). Estos son los dos puntos extremos y el valor

méximo es v/6, mientras que el valor minimo es —v/6.

3. Queremos encontrar los puntos extremos de f(x,y) = x sujeto a x> +2)y* = 3.
Usamos el método de los multiplicadores de Lagrange. De la restriccién, sea
g(x,y) = x* +2y? — 3, de modo que Vf = (1,0) y Vg = (2x,4y). Queremos
resolver simultineamente Vf = AVg y las ecuaciones de restriccion:

1=N\2x M
0= Ny )
x*+2y* =3 3)

De (2), obtenemos y = 0. De (1), x = 1/2X. Sustituimos x y y en (3), y nos da
(1/2\)% = 3, asi 1/2\ = +/3; por tanto, x = £v/3. En (v/3,0), f(x) = V3 y
en (—\/-5, 0),f(x) = —+/3. Concluimos que en (+/3, 0) alcanza el maximo, y en
(=3, 0) el minimo.
8. En Sy est4 restringido a ser cos x, asi, f(x, y) = x> — y* = x> — cos® x. Aplicando
el método para una variable, calculamos f'(x) = 2x + 2cos x senx. La derivada es
nula cuando x = —cosx senx = —(1/2) sen 2x. Esta es una ecuacién trascendente
que se resuelve con métodos gréficos (o usando el programa HP-15C, si es que lo
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tienes). Las grificas de y = 2x y y = —sen2x/2 se intersecan solamente en el
origen, asf (0, 0) es un extremo. Yaque x> > 0y 0 < cos?x < 1, concluimos que
(0, 0) es un minimo.

y =—(1/2)sen 2x

Queremos minimizar el drea de superficie de un cilindro sujeto a una restriccién
sobre el volumen. Es decir, queremos minimizar S(r, h)2'n'rh+2fn'r2 sujeto a wrih =
1000 cm?. Usamos el método de multiplicadores de Lagrange. De la constante
obtenemos g(r, k) = mr’h — 1000. Calculamos la siguiente derivada parcial de
primer orden: 8S/dr = 2wh + 4mr, dg/dr = 2mrh, 3S/dh = 27r, 3g/dh = mr?,
Ahora queremos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

2wh + 4wr = N27rh [0))
2mr = Awr? 2)
wrth = 1000. 3)

Factorizamos wr de (2) para obtener 2 = A\r 0 A = 2/r. Sustituimos en (1) y fac-
torizamos 2, obteniendo h + 2r = (2/r)rh = 2h, 0 h = 2r. La sustitucién en (3)
nos da wr2h = wr? - 2r = 2mr3 = 1000, asi, r = 10/(2m)'/3 y h = 2r = 20/2m)/3.
Para verificar que el resultado satisface la constante, calculamos

100 20

Tr———(2'n')2/3 . —(211')1/3 = 1000.

wrth =

Asi, el cilindro deseado tiene una altura de 20/ (2m)!/3 cm y radio de la base de
10/2m)'/3 cm.
Usamos el método de los multiplicadores de Lagrange. Sea

f(x, % N) =x +2ysec O+ A(xy + y* tan 6 — A).

Entonces 9f /ax = 14\y; 9f /3y = 2 sec 0+\(x+2y tan 0); y 3f /0N = xy+y? tan 0—A.
De df /ox = 0, obtenemos A = —1/y; en vista de que df /3y = 0, obtenemos:

_ —2secH
" x+2ytan®’
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Por tanto, 2y = (x + 2ytan8)/(sec8), de manera que 2y(l1 — sen8) = xcos 6.
Entonces, x = 2y(sec § — tan ). Sustituimos esto en df /dN = 0 para obtener
2y?(sec © — tan 0) + y> tan 6 = A. Entonces y?>(2 sec § — tan 0) = A, asi

23. (a)

(b)

2 A _ AcosH
T 2sec—tan® 2 —senB’

y

Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange sobre la funcién au-
xiliar A(x, y, ) = x +y2 — N\(2x2 +y2 — 1). Calculamos las siguientes derivadas
parciales:

he=1—4xx=0 €))
hy =2y —2yA =0 @
b=~ +y" = 1)=0 ©)

De (2) obtenemos, yaseay = 0o\ = 1. Parael casoenel que A = 1, obtenemos
de (1) x = 1/4 y entonces de (3) y = £4/7/8. Cuando y = 0, obtenemos x =
+1/ V2 de (3). Por tanto, los puntos criticos de la funcién constante estdn
localizados en (1/4, ++/7/8) y (£1/v/2, 0).

Usamos la restriccién g(x, y) = 2x2+y% — 1, por consiguiente, h(x, y) = f(x, y) —
Ag(x, y). Entonces el hessiano bordeado es (teorema 9)

0 —dg/dy  —ag/dy 0 —4x 2y
—dg/dx 3*h/ax*  3%h/ayox —4x —4\ 0
—dg/dy 8*h/oxdy 9*h/ay* -2y 0 2-2x

En (x,y,\) = (1/4, 1/7/8, 1) tenemos

|H| =

0 -1 —\/7/2
|Hl=| -1 —4 0 =14 >0,
—/7/2 0 0

asi (x,y) = (1/4, \/7/8) es un punto maximo relativo. En el punto (x, y,\) =
(1/4, —4/7/8, 1), tenemos

0 -1 —=/7/2
|H| = ‘ -1 -4 0

VIE 0 o

en consecuencia (x, y) = (1/4, —1/7/8) es un punto méximo relativo. Cuando
xy) = (1/\/5, 0), la ecuacién (1) anterior nos dice que A = —,/1/8, asi en el
punto (x, y, \) = (l/\/i, 0, —+/1/8), tenemos

=14 >0,

0 -8 0
|H|=|-v8 V2 0 |=@Q+V2)(-8)<o.
0 0 2+v2
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Entonces, (1/ v/2, 0) es un minimo relativo. De manera similar, cuando (x, y) =

(—1/\/5, 0), A = +1/1/8, por tanto, en el punto (x, y, \) = (—1/\/5, 0,4/1/8),

tenemos
0 8 0
A =|vV8 —vV2 0 |=2-V2)(-8)<0.
0 0 2-v2

Entonces, (—1/ v/2, 0) es un minimo relativo. Si evaluamos la funcién en los
puntos criticos, vemos que (1/4, &+/7/8) son maximos absolutos, (—1/v/2, 0)
es un minimo absoluto y (1/ V2, 0) es el dnico minimo relativo.

4.4 Teorema de la funcién implicita

OBJETIVOS

1.

Poder determinar si existe 1a inversa de una funcién cerca de un punto x.

2. Sila inversa existe, poder encontrar una derivada mediante métodos implicitos.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

Material avanzado. Los teoremas que se presentan en esta seccién se suelen de-
mostrar en cursos més avanzados. Debes preocuparte por entender los enunciados
de dichos teoremas.

Notacion. Dy F se usa en esta seccion, es s6lo otra notacién para VF con respecto
ax.

. Teoremas locales. Los teoremas de esta seccién pueden no ser aplicables si el rango

o dominio es muy grande.

. Teorema particular de la funcion implicita. Si 0F /dz # 0, z se puede expresar en

términos de x en un punto dado (o, zo) y la derivada de z = g(x) es
_ =DF(x,2)

oF
(X 2)

Observa que podemos derivar z aun cuando no tenemos férmula para z. No olvides
el signo menos de la derivada.

Formulas de uso comiin. Cuando z es funcién de x y y, obtenemos la férmula

dy _ dz/éx
dx ~  az/ay’
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Casi parece una divisién de fracciones, excepto por el signo menos. Otra vez, no
olvides el signo menos.

6. Teorema general de la funcion implicita. En general, z puede ser un vector. Forma-
mos una matriz que en el rengldn superior tenga las parciales de F; con respecto a
Z,j =1,..., m(casi como un gradiente). De manera similar, los demds renglones
constan de las parciales de Fy, k = 1, ..., m. si el determinante de esta matriz de
n x m es diferente de cero, entonces z es una funcién de x y la derivada existe.

7. Jacobiano. Este es el determinante de n x m que se describe en el punto 6. Se
denota con Jf(xp) 0
01, - - - fm)

(6 T %

8. Teorema de la funcion inversa. Tal como se estableci6 en el punto 6, si Jf(xg) # 0,
entonces z se puede expresar en términos de x. Tal vez no sea ficil, pero es posible.

9. Ejemplo 3. Este es un problema tipico. Estiidialo con cuidado. Observa que cuando
se dé mas de una funcién necesitards resolver un sistema de ecuaciones simultdneas
para encontrar una derivada parcial.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Sea F(x,y,z) = xy + z +3x2° — 4. Ya que queremos saber si podemos despejar z
como funcién de (x, y), necesitamos saber si dF /dz no se anula en el punto deseado,
asi, 9F/dz =1+ 15xz*. Cerca de (1,0, 1), F, =16 # 0, en consecuencia F =0 es
soluble para z como funcién de (x, y). Por tanto,

0z _—F,  y+32
ox F,  1+15xz*
dz F, X

ay F,  1+15xz*
En (x,y) = (1, 0), z = 1, de manera que 9z/0x = —3/16 y 9z/dy = —1/16.
7. Sea Fy =y +x+uvy F> = uxy + v. Queremos entonces,

_ aFl/au aFl/av
T |9Fy/ou  0F/dv

#0 en (xr,yuv)=(0000).

Las entradas del determinante son 9F,/ou = v, dF,/dv = u, 0F,/ou = xy y
dF,/dv = 1. Observamos que en el punto (0, 0, 0, 0),
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por lo que no podemos despejar u, v en términos de x, y cerca de (x,y,u,v) =
(0,0, 0, 0). Para verificar directamente, la primera ecuacién nos da uv = —(x +y),
entonces v = —(y + x)/u. Combinando esto con la segunda ecuacién obtenemos
uxy = (x+y)/u o u? = (x+y)/xy. Para (x, y) cerca de (0, 0), o bien no hay solucién
para u, o bien hay 2 soluciones para u.

(a) Usando la definicién de d(x, y)/d(r, 8) y calculando las derivadas parciales ob-
tenemos

ox,y) _
a(r,0)

En (ro, 90), r=ry.

(b) Por el teorema de la funcién inversa podemos construir una funcién inversa
suave (r(x, y), 8(x, y)) siempre y cuando r # 0. Para verificar directamente,
despejamos r y ® en términos de x yy : x> +y> = rytan® = y/x 0 0 =
arctan(y/x). Como hemos escrito r y 8 en términos de x y y, el resultado anterior
se confirma. Observe que si x = 0 entonces 6 = w/2 o0 31/2, dependiendo del
signode lay. Siademdsy = 0, entonces r = 0, y 0 puede tomar cualquier valor,
por lo tanto no podemos encontrar una inversa como lo hicimos anteriormente.

cos® —rsen
sen® rcos6

ax/dr 9x/d6
dy/or ody/o6

Sea F) = xy? + xzu + yv* — 3y F, = u’yz + 2xv + u*v? — 2. Entonces 9F,/du = xz,
0F)/9v = 2yv, 3F, /du = 3u*yz — 2uv?, 8F> /v = 2x — 2u®*v. En (x, 5, 2) = (1, 1, 1)
y uv)=(11),
_ ‘G(Fb F)
a(x,y)

Como A # 0, es posible despejar u y v en términos de x, y, z cerca del punto dado.
Para calcular dv/dy, usamos la regla de la cadena:

xZ 2yv
3ulyz - 2w?  2x — 2ulv

1 0 =-2%#0.

_‘1 2

oF ] a

=1 =2xy+xz—u +v2+2yv—v =0 vy

ay dy ay

oF 0 ] ] ]

el 3u2—uyz +uz+ Zx—v - 2u-—gv2 - 2v—3u2 =0
dy dy ) ay ay

En(x,y z) = (1,1, 1)y (&, v) = (1, 1), ambas ecuaciones se convierten en 2+du/dy+
1+29v/dy = 0y 30u/y+1+23v /0y —20u/dy~23v [0y = 00 du/dy+23v/3y = =3
y ou/dy = —1, de manera que ov/dy = —1.

4.5 Algunas aplicaciones

OBJETIVOS

1.

Saber encontrar puntos de equilibrio y determinar su estabilidad en problemas de
mecdnica.
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2. Poder encontrar distancias mdximas y minimas en problemas geométricos.

3. Poder explicar el significado de A en problemas econémicos.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Material opcional. Es posible que el profesor no quiera incluir esta seccién en
el temario del curso. Usa tus apuntes para determinar a qué aplicaciones, si hay
alguna, se le debe prestar mds atencion.

2. Mecdnica. Debes conocer los siguientes hechos. Un punto de equilibrio es aquel
en el que F(xo) = 0. Estos son puntos criticos de un potencial V. Un punto de
equilibrio es estable si es un minimo local estricto de V. Estos hechos también
son ciertos si el potencial es restringido.

3. Geometria. Como en el ejemplo 7, seccién 4.2, podemos analizar el cuadrado de
la distancia en lugar de la distancia misma.

4. Economia. Las isocuantas son curvas que muestran todas las combinaciones posi-
bles de capital y trabajo que dan el mismo resultado. No es usual que el multiplicador
de Lagrange A tenga un significado especial. Sin embargo, en estos ejemplos, A
nos dice cudnto mas se puede producir con una unidad extra de capital o trabajo.
Observa que \ tiene significacion sélo en el punto éptimo.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. El punto de equilibrio ocurre en un punto critico. Calcula las parciales de V e
igudlalas a O:

1'%
§=6x+2y+2=0 (1)
ﬂ:Zx+2y+1=O. )
ay

De (1), 2y = —6x — 2. Sustitiiyelo en (2) para obtener 2x + (—6x — 2) + 1 = 0, asi
—4x =10x=—1/4. Entonces y = —1/4. Para un equilibrio estable, tenemos que
mostrar que (x, y) = (—1/4, —1/4) es un minimo local estricto de V: las segundas
parciales son 82V /ox* = 6 y 8*V /oxdy = 8*V /dydx = 8*V /dy* = 2. Por lo que el
discriminante es

6 2

D=‘2 2

':12—4=8.

Como el hessiano es positivo, (—1/4, —1/4) es un minimo local.
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5. Queremos minimizar V = mgz + x + y sujeto a la restriccién x% + y2 + 22 = 1.

11.

Usa el método de multiplicadores de Lagrange para obtener el siguiente sistema de
ecuaciones:

1=2xA )

1=2yx 2

mg = 2z\ 3)
x2+y2+zz=1. @)

De (1) y (2), obtenemos x = y = 1/2\. De (3), obtenemos z = mg/2\ =
mgx = mgy. Sustituyendo en (4) tenemos (1/2X\)? + (1/2\)? + (mg/2\)* = 1 0
(1/4\)2 + m?g?) = 1y \? = 2+ m?’g®)/4 o A = /2 +m2g2/2. Entonces
x = +1//2+m2g% y = +1//2+m2g?, z = +mg/+/2+m?g? y obtenemos
dos puntos: (1/4/2+m2g2,1/+/2 +m2g%, mg/+/2+m?g%) y (—1/4/2 +m2g?,
—1/+/2 +m?g?, —mg/\/2 + m2g?). En primer lugar,

_ (mg)? N 2 _ 2+ (mg)?
V2+mig?  \J2+mig?  \[2+mig?

En segundo lugar

__—(mgy® 2 _ 2+ (mg)?
V2+m2g2  \/2+m2g? \/2+m2g2'

Como V es continua en la esfera unitaria, queda claro que (—1/+/2+m?g?,
—1/4/2 +m?g?%, —mg/+/2 + m2g?) es un punto de equilibrio estable.

. Con una hipérbola, s6lo hay una distancia minima de un punto. Con la pardbola,

también s6lo hay una distancia minima. No hay distancias mdximas en estas figuras
geométricas, ya que ambas se extienden a lo largo del infinito.

Sea p el precio de la mano de obra y g el capital. Queremos optimizar Q dada
la restriccion § = pL + gK = B. Calculamos las parciales de @y S: dQ/0K =
AaK*"'L'== 3§ /3K = q, Q/dL = A(1 — )L™°K*®, 3S /4L = p. Usa el método
de los multiplicadores de Lagrange para obtener el siguiente sistema de ecuaciones:
AaK* L7 =g ¢))

A(l = )KL~ =\p 2

pL+¢K =B. 3)
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De (1), obtenemos g = (A/N)aK*~1L'~%, y de (2), obtenemos p = (A/\) x (1 —
a)K*L~*, Sustituyendo en (3) nos da (A/\)(1 — )KL~ + (A/)\)aK"L““ =B
0 (A/MK®L'"® = Bo\ = (A/B)K®L'~®. Sustituimos \ en (1) y (2):

AaK* L'~ = (A/B)K*L'~%q @)
A(1 — )K®L* = (A/B)K“L'~*p. )

De (4) obtenemos K = aB/q y de (5), L = (1 — o)B/p. De manera que el punto

(K,L) = (ﬁ, (1"_0‘)3>
q 14

optimiza el beneficio.

4.R Ejercicios de repaso del capitulo 4

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Calculamos las parciales dz/dx = 2x + Cy y dz/dy = 2y + Cx. Vemos que
(0, 0) es un punto critico. Las parciales de segundo orden de z'son 82z/dx? = 2,
8%z/dy* = 2'y 3%z/axdy = C. Por el teorema 5, si 4 — C> > 0 tenemos un
minimo relativo. Si 4 — C2 = 0, entonces C = £2y z = x* +y> + 2xy =
(x £ y)? > 0. En este caso z es igual a 0 si y sélo si x =y = 0. Por tanto, (0, 0)
es un minimo si 4 — C? = 0. Si 4 — C? < 0, entonces tenemos un punto silla.
En resumen, (0, 0) es un minimo local si —2 < C < 2; en otro caso, (0, 0) es
un punto silla.

2. (c¢) Calculamos las parciales de f y las igualamos a O:

fi=24y2=0 M
£, =2xy+4y’ =0. 2

De (1), y> = —2x (por tanto x < 0). Sustituimos en (2) para obtener y(—y?) +
4y’ = 3y3 = 0oy = 0. Entonces también x = 0y (0, 0) es el punto critico. Debes
verificar que el discriminante D es 0, porque si no, no se obtiene una conclusién
de este critero. Sin embargo, f(x, y) = xZ + 2xy + y* — xy? = (x + y?)? — 0%,
por tanto f(x, y) > 0 para toda x < 0y para x positiva, (x + y*)> < xy? implica
x? +y* < —xy?, pero esto es imposible porque x? + y* siempre es positivo y
—xy? siempre es negativo. Por consiguiente, podemos concluir que el valor
minimo de f(x, y) es 0, en (0, 0).
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5. Por el teorema de multiplicadores de Lagrange obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

YA
x=NA\
x+y=1

Si sustituimos en la ltima ecuacién nos da 2\ = 1 0 A = 1/2. Entonces, x = 1/2
y ¥y = 1/2. Sin embargo, en este caso, seria mucho mds fécil despejar x y sustituir
para obtener z = x(1 — x) = x — x2. Por los métodos del célculo de una variable,
x = 1/2 es el punto critico y el valor mdximo de z sujetoax +y =1es 1/4.

8. (b)

10. (c)

Por el teorema de la funcién implicita,

dy  dF/ox
dx  9F/dy’

Eneste caso, F(x, y) = x> —siny+y*—4 = 0. Portanto, dy/dx = 3x? /(- cos y+
4y3).

El paralelepipedo rectangular (la caja) es simétrico, por consiguiente, si x es una
coordenada de un punto (x, y, z) en la esquina de la caja, entonces la dimensién
correspondiente a esa coordenada debe ser 2x. Queremos encontrar el valor
maximo de V(x, y, 2) = (2x)(2y)(2z) = 8xyz sujeto ax?/a® +y?/b? + 22 /c? = 1.
Usamos el método de los multiplicadores de Lagrange:

14

o =2yz=8x)\/a2 §))
ELAp 8y\/b? ()
dy
)%
2 = 82\ /c? ©))
2 2 2
Ll o )

az b

Despejamos x en (1): x = 4a’yz/\. Sustituimos en (2): 8(4a’yz/N)z =
2yN/b? 0 72 = N?/164%b*. Sustituimos x en (3): 8(a’y?/N)y = 2z\/c? o
y* = \2/16a%c?. Entonces

, 16a* , , 16a* A2 A2 A?
X'=——=Yy= = .
A2 A2\ 16a2c? 16a2b? 16b2¢2

Insertamos estos resultados en (4) y obtenemos

A2 A2 A2
+ + =1.
16a2b2c?  16a2b%c?  16a%b2c?
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Esto se simplifica en 3A? = 16a?b*c? 0 A\? = 16a%b*c?/3. La sustitucién de A2
nos da , 212 2
ypp=L b e _abc
3 3 3 27

o xyz = abc/ 3+/3. Por tanto, el volumen maximo es

abc  8abc

V=8xyz=8 — = ——.
VAT A

14. Primerobuscamos extremos en el interior del circulo de radio v/2. Tenemos, f(x,y) =
xy —y +x — 1, de manera que igualamos sus derivadas parciales a 0. Tenemos

of of
_ = 1 —_— = -1,
P + y 3 x—1

por consiguiente, (—1, 1) es un extremo. Como (—1)?+(1)? = 1, este punto satisface
la restriccién y f(—1, 1) = —4. Para encontrar otros extremos (si los hay), usamos
el método de multiplicadores de Lagrange:

y+1=2x\ (1)
x—1=2yA 2
2 +yr=2 (3)

De (1) y (2) obtenemos A = (y+1)/2xy A = (x—1)/2y. Los igualamos, eliminamos
fracciones, simplificamos y obtenemos

Y —x*+y+x=0. 4
De (3), y* = 2 — x2. Si sustituimos en (4), obtenemos, 2 —x2 — x> +y+x =00
y = 2x? —x —2. Sustituimos y en (3): (2x? —x? —2)?+x? = 2. Esto se simplificaen
2x* —2x3—3x242x+1 = O ysi factorizamos nos da 2x2(x2 — 1) —2x(x* —1)— (x?—1) =
00 (2x2 —2x+1)(x?2—1) = 0. Debes verificar, que x = %1 son las tinicas soluciones
reales. Por tanto, los extremos son (1, 1), (-1, 1), (1, =1) y (=1, —1). Calculamos
fQ, D =f(1,-1)=f(—1,—-1) =0y f(—1, 1) = —4. Entonces los puntos maximos
son (1, 1), (—1, —1) y (1, —1) con valor midximo de 0. El punto minimo es (—1, 1),
con valor minimo de —4. [Nota: este problema ilustra un caso raro en el cual un
extremo “interior” coincide con uno en la frontera; en la prictica debemos buscar
siempre extremos en el interior.]

17. Usamos el teorema de la funcién implicita. Necesitamos demostrar que el deter-
minante

dF /du 9F [ov

‘ aG/ou 9G/av
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no es O cercade (x, y, 4, v) = (2, —1, 2, 1). El determinante es

_22
{ 3u” - 2y - 144416 £ 0.

—4u 1243

_|-12 2
| -8 12

Como el determinante no es O, # y v se pueden expresar como funciones de x y
y. Para calcular du/dx derivamos las ecuaciones dadas de manera implicita con
respecto a x. Recuerda que u y v son funciones de x y de y. Obtenemos

2x—3u2‘?'—“+2vﬂ =0
ox ox

2y — PN Ly
ox dx
Con objeto de hacer los cilculos més sencillos, tomamos en cuenta que (x, y, u, V) =
(2, —1,2, 1). Entonces
ou v
4-12—+2—-=0
ox ox

—2—86—u+12ﬂ =0.
ox ax

Resuelve este sistema de dos ecuaciones mediante tu método favorito. Debes ob-
tener du/dx = 13/32.

22. (a) Usando la férmula dada, planteamos s = f(m, b) = (1 —1-m — b2+B—-2m—

b)* + (3 — 4m — b)> = 19 — (46m + 16b) + ((m + b)* + (2m + b)* + (4m + b)?).
El problema es encontrar m y b y que den el valor minimo de f (m, b), entonces

derivemos:
of
o = —-46+2(m+b)+4(2m+b) + 8(4m + b)
m
= —46+42m+ 14b,
y
of
b =—16+22m+b)+2(4m+ b)
= —16+ 14m + 6b.

Ahora los igualamos a 0:

—46+42m+14b=0
—16+14m+ 6b = 0.

Resolvemos este sistema de dos ecuaciones, obtenemos b = 1/2, m = 13/14.
Conviene que el lector verifique que éste es, en efecto, un punto minimo. Por
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tanto, la recta que mejor se ajusta a los puntos (1, 1), (2, 3), (4, 3)esy = 13x/14+
1/2, como se muestra en la gréafica siguiente.

25. Siy = mx + b es la recta de mejor ajuste, debemos tener, en particular,

a n
— (y,--mx,-—b)2> =0.
(>

Si derivamos obtenemos
n
~2) (i —mx; —b) = 0.
i=1

lo cual implica que la suma debe ser 0, o que las desviaciones positivas y negativas
se eliminan.






CAPITULO 5
INTEGRALES DOBLES

5.1 Introduccion

OBJETIVOS

1. Poder calcular integrales dobles sobre rectangulos.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacién. (a) El producto cartesiano de dos intervalos es un rectingulo en R2.
(x,y) €la, bl x[c,d]siysdlosia<x<byc<y<d.
(b) Algunas veces dx dy o dy dx se abrevia dA.

2. Repaso. Antes de continuar debes repasar técnicas de integracién para una variable.
Es importante que recuerdes cémo integrar por partes y por sustitucién.

3. Interpretacion geométrica. Sif(x,y) > 0, entonces la integral doble [, pf(x, y)dA
es el volumen por debajo de la superficie definida por la grifica de z = f(x, y).
Recuerda que en el caso de una variable [f(x)dx era el 4rea situada bajo la curva

y=f(x).

4. Cémo calcular una integral doble. De la misma manera que con las derivadas
parciales, todas las variables excepto una se mantienen constantes en cada paso.
Integramos el interior y trabajamos hacia afuera. Por ejemplo,

b pd b
/ / fx, y)dydx = / [F(x,d) — F(x,c)] dx,

donde F es una antiderivada de f cuando x se mantiene constante. Ahora, calcula-
mos la integral usando métodos de una variable.

S. Principio de Cavalieri. Se utiliza en la mayoria de los cursos de una variable para
deducir férmulas de volumen. Algunas veces se llama a estas férmulas método de
rebanadas o secciones transversales.
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6. Sumas de Riemann. Recuerda que en la suma
n
E Sfle)(xipy — xi),
i=0
¢; puede tomar cualquier valor en [x;.1, x;]. En una suma de Riemann tomamos

el limite cuando n — oo, por lo cual, en la mayoria de los casos, f(c;) es casi
independiente de ¢; porque x;,1 y X; suelen estar cerca.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Primero mantenemos x constante e integramos con respecto a y, luego integra-
mos con respecto a x:
1

w/2 pl /2 y2
/ (ycosx+2)dydx=/ (—cosx+2y> dx
/2

‘n'/2 1 1
=/ (—cosx+2> dx = (—senx+2.x)
0 2 2 0

:§+’TT.

2. (b) Veremos mas adelante, en este capitulo, que podemos cambiar ficilmente el
orden de integracién porque la regién es un rectdngulo. Entonces, primero
mantenemos constante y € integramos con respecto a x:

1 pm/2 1 /2
// (ycosx+2)dydx=/ [(ysenx+2x)| ]dy
0 Jo 0 x=0

1 d y2 1 1
—/0(_y+7r) y—(?+1'ry>‘0—§+7r.

Como se esperaba, se obtiene el mismo resultado independientemente del orden
de integracién.

3. Por el principio de Cavalieri, el volumen de un sélido es

b
/ A(x)dx,

donde A(x) es el drea de la seccién transversal cortada por un plano. Observa que a
la misma altura, una seccién transversal del lado izquierdo es un circulo de radio r
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y una seccidn transversal del lado derecho también es un circulo de radio . Como
A(x) es igual en ambos casos, los voliimenes deben ser iguales.

5. Con el planteamiento de la figura 5.1.12, rebanamos W en forma vertical mediante
planos para producir tridngulos R, de 4drea A(x) de la figura. La base b del tridngulo
esb=+r2 —x2ylaalturaes h = btan 0 = /2 — x2 tan 8. Entonces A(x) = %bh =
1(r* — x*)tan 6. Por tanto, el volumen es

r

’ [Tl ., 1 , X
/_rA(x)dx—[ 2(r —x )tande-z(tane) (r X — 3

r

1 2r3 2r3
= Elan(-) <2r3 - %) = %tan(-).

—r

8. Observa que cuando y est4 en el intervalo [—1, 0], |y| = —y, por lo cual

10. Como f(x,y) > 0O para todos los puntos en R, fRf(x, y)dydx es el volumen que
buscamos, es decir
1
dx
y=0

2 1 2 372
//(1+2x+3y)dydx=/ <y+2xy+—>
1 Jo 0 2
—/2<2x+é d —(2+5—x
/ 2) =\

5.2 Integral doble sobre un rectingulo

2

OBJETIVOS

1. Poder calcular una integral doble sobre una regidn triangular.

2. Entender el teorema de Fubini.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

l.

Definicion. La definicién de integral es més importante para el trabajo teérico que
para los cdlculos. La integral estad definida mediante la suma de Riemann:

n—1

[[r@»aa= tim 3" fcwnxsy
R n ooj'k=0

Aun cuando no sea necesario, conviene usar particiones con separaciones regulares,
es decir, particiones con espacios iguales.

Propiedades. Muchas de las propiedades que tienen las integrales sencillas también
las tienen las integrales dobles. Por ejemplo, la integrabilidad de cualquier funcién
continua o continua a trozos.

Advertencia. Al igual que ocurre con las funciones de una variable,

Sfranl [ [son] « [ [ frsen]

en general. En otras palabras, el producto de dos integrales no tiene por qué ser
igual a la integral del producto.

Nueva terminologia. Los nombres de las propiedades son ahora linealidad, homo-
geneidad, monotonia y aditividad. Debes conocer los enunciados aun cuando no
conozcas los nombres.

Teorema de Fubini. Dice que, para una funcién continua a trozos, puedes integrar
variable por variable y el orden de integracién no importa.

. Integrales dobles y volumen. Recuerda, si f(x,y) > 0, la integral doble es el

volumen de la regién que estd entre la graficade f(x, y) y el planoxy. Sif(x, y) <0,
entonces la integral es el volumen de la regién entre el plano xy y la graficade f(x, y)
con signo negativo.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1.

(b) Calculamos la integral doble mediante integrales iteradas:

1 1 1 1
/ye‘ydA=// y(‘ydxdy=/ [e“| ]dy
R 0Jo 0 Y

1
=/ (ey—l)d=(ey—y)|l=e—2.
0 0
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Observa que elegimos integrar primero en x porque hacerlo primero con res-
pecto a y requeriria la integracién por partes.

2. (b) La integral iterada es:

1 1 U/ ax?
/ [/ (ax+by+c)dx] dy=/ [(—+(by+c)x>
o |Jo 0 2

2
dy
y=1

5. Usaremos el hecho de que [ ¢f (x) dx = ¢ [ f(x)dx para cualquier constante c. Si
primero integramos con respecto a x, entonces g(y) se mantiene constante en el
primer paso, y por lo tanto

d b d b
/ F)g0) dxdy = / / Fg) dxdy = / [ / f(x)g(y)dx} dy
R c a c a

-/ ’ [g(y) / oo dx} @,

donde fab f(x)dx es constante respecto a y. Si factorizamos la constante de la

integral, obtenemos
b d
[/ f(x)dx] [/ g(y)dy}-

7. La funcién x2 + y es positiva en R, por lo tanto, la integral doble representa el

volumen buscado.
2 1
3
dx = / (xz + —) dx
y=1 0 2

Entonces, el volumen es 11/6.

11. En la primera versién del teorema de Fubini (teorema 3), es necesario que la fun-
cién sea continua, sin embargo, el teorema 3’ generaliza este resultado. La segunda
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version establece que puede existir discontinuidades si f es acotada y estd com-
puesta por la unién de un nimero finito de funciones continuas. El problema en
este ejercicio es que la funcién f no es acotada y no es unién finita de funciones
continuas. Aun cuando f es continua sobre cada subregién, hay un nimero infinito
de subregiones. Ademas, cuando nos aproximamos al origen, f tiende a 00 con
un comportamiento no muy bueno.

5.3 Integral doble sobre regiones mas generales

OBJETIVOS

1. Poder calcular una integral doble sobre una regién elemental en el plano xy.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Tipos de Regiones. Una regi6n del tipo 1 estd acotada por las rectas x = a, x = b
y dos curvas que son funciones de x para a < x < b. Una regién del tipo 2
estd acotada por las rectas y = ¢, y = d y dos curvas que son funciones de y para
¢ <y < d. Las regiones del tipo 3 son regiones que se pueden clasificar como
regiones del tipo 1 y del tipo 2. Observa la figura 5.3.3.

2. Reconocimiento de tipos de regiones. Para propésitos de integracién es mas impor-
tante reconocer un tipo de regién que poder nombrarla. Tu principal preocupacién
debe ser aprender cémo calcular integrales dobles.

3. Simplificacion de regiones complicadas. 1L.a mayor parte de las regiones se puede
dividir en regiones del tipo 1y del tipo 2. Por
—/T? ejemplo, la regién de la izquierda se puede
dividir en seis partes, cada una de las cuales
es del tipo 1 o del tipo 2. De hecho, muchas
de las subregiones son de los tipos 1 y 2.

-

4. Como integrar. Lo mejor es usar la integral iterada

b rea(v)
Y INCET:
a J¢i(x)

para regiones del tipo 1. Para regiones del tipo 2 es mejor usar la integral iterada

d plo(y)
/ / fx, y)dxay.
c Ji(y)
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5. Cémo elegir limites de integracién. Cuando efecties una integracion miltiple debes
asegurarte de que los limites de integracién no incluyan ninguna de las variables ya
integradas. En particular, no debe haber variables en los limites de la Gltima integral.
Por ejemplo, la integral de (x + y)2 sobre la regién D:0 < y < 2, 0<x<1,
deberia escribirse como:

1 px? 2 pl
/ / (x +y)*dydx y no / / (x +y)’dx dy.
0 Jo o Jo

Esbozar la regién ayuda a menudo a elegir limites. También es itil hacer una
interpretacién de la figura de la siguiente manera, en este ejemplo: “cuando y varia
de 0 a x2, x varia de 0 a 1” o “para cada x entre 0 y 1, y varia de 0 a x*”. Haz un
dibujo y razénalo.

6. Definicion de integral. De la misma manera que en la seccién anterior, ésta s6lo es
importante para propésitos teéricos. Hasta esta seccion s6lo sabemos integrar sobre
rectangulos, por lo tanto, cubrimos la regién con un rectdngulo grande y definimos
f(x,y)=0fuerade D.

7. Integrales doblesy dreas. Sif(x,y) = 1 sobre unaregién D, entonces [ [, f(x, y) dA
es el drea de D.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) La integral iterada es:
3 p3xel 2 4 3pel
y=3x+1 / / dy dx=/ (y )dx
1 2 1 y=2x
2
y = 2x =/l(3x+1—2x)dx
2
=/ (x+1)dx
1
> 2 2
X = (% + 1) =

E.

1

Para cada xp en [1, 2], laregion se extiende
de 2xg a 3xp + 1, de donde obtenemos la
regién que se muestra en el dibujo. Esta
es una regién de tipo 1 porque se puede
describir como

1<x<2 y 2x<y<3x+ 1L
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También es una regién del tipo 2 porque se puede describircomo2 <y <7y
1 <x<y/2paraxen([2,4],(y—1)/3 <x <2paraxen[4,7].

2. (b) Primero dibujamos la regién. Para cada xy en [—1, 1], la regién se extiende

A

0
L
-1

La segunda integral de la suma es

y=2x

[

de —2|xp| a |xo|, de esta manera obtenemos la
region del dibujo. La integral es mas sencilla
si se divide la regién en dos partes, de donde,

1 plx 0 p—x
// ("'ydydxz// e dydx
-1/ =2|x] —1/2x
1 >4
+/ / eVdydx.
0 —2x

Observa que cuando x estd en [—1,0], |x| =
—x. La primera integral de la suma es

v 0 N2 1
(1 = 1-— 3 = — e— i = - — —,
) * /_1( er)dx (X 3) T3 38

x 1 2% 1 2 1 3
— 2x _ ,—x - e X ‘ = e_ — -z
,,=_z‘-) dx /0 R ( 3 ¢ ) o2 e

Por lo tanto, la integral completa es /2 + 1/e — 1/3¢* — 5/6. La regién es

(e

del tipo 1 porque se puede describir como
—1<x<1 y =2l <y<|x.

No se puede describir como una regién del tipo 2 si no se divide.
La integral iterada es
y
dy
x=y?

1 y 1 xn+l
./0 [/yi(x +y )dx]dy:/o [(n+1 +xy )

1 n+l 21+2
Yy m+1 y m+2
= + _— = d
/0 (n w17 nel ) Y

_ yn+2 N ym+2 3 y2n+3 B ym+3 1
(n+(n+2) m+2 (r+1)R2n+3) m+3/|,
1 1 1 1

Trhn+2) T me2 (e D@n+3) m+3
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Para dibujar la region, para todo yp en [0, 1], x varia de x = yg hasta x = y.
v Esta es una regién del tipo 2 porque se puede
describir como

y=Vx A1) 0<y<1l y y’<x<y

y=x También es una regién del tipo 1 porque se
puede describir como

Y

0<x<1 y x<y<x

4. La ecuacidn de un elipse con semiejes a y
besx?/a®+y*/b* = 1ox?/b*+y*/a® = 1.
En cualquiera de los dos casos, el drea es
la misma. Usaremos la primera ecuacion,
encontraremos el drea de la parte de la
elipse que estd en el primer cuadrante y
luego lo multiplicaremos por 4. El 4rea de
esta regién se describe mediante

0<x<a y 0<y<by1-—x%/a’

Podemos calcular un drea mediante la in-
tegral doble [, dA. En este caso tenemos

a pby/1-x2/a? a a 2
lA = / / dydx = / (y|b_\/ l_"z/"z) dx = b/ \/1— x_2dx_
4 0 Jo o \'P 0 a

Si hacemos u = x/a, la integral anterior es igual a
1 1
b/ a\/l—uzdu=ab/ V1 —u?du.
0 0

La integral fol v/'1 — u?du es el 4rea de un cuarto de circulo de radio 1, el cual es
7 /4, entonces A/4 = abm /4. Por lo tanto, el drea de la elipse es A = abm.

7. Laregi6n D, que se grafica en la p4gina siguiente, se puede describir mediante

—V3/2<y<—=V3/2 y 0<x<—4y*+3,

NEY/)

ey

por consiguiente,
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——4y +3
/x ydxdy = / 7,/ x*ydxdy

V3/2 A —dy*+3 V3/2 (4y2 + 3)4y
-Vv3/2 x=0 —V3/2
Sea u = —4y? + 3, obtenemos una integral cuyos limites de integracién son 0y 0,
asi que la integral es 0.

12. '\ Este problema muestralas deficiencias de la
z
integracién en coordenadas cartesianas. La
h ecuacién del cono es:

h
z=h——(x*+y)/2
r

La regién de integracién es la base del cono,
y la cual se describe de la forma

X —r<x<ry—vVr—-xX2<y< —vrt—xx

Por lo tanto, el volumen del cono es

/ / (h - ﬁ(x2 +y2)1/2) dydx.
o2 r

Esta es la respuesta correcta. (Nota: en esta etapa la integracion no se puede
realizar ficilmente. Sin embargo, si vemos la seccién 6.3 del libro, podemos usar
coordenadas cilindricas (véase pdg. 381) y la integral se transforma en

LLG-b)an-zs

la cual es una férmula de geometria elemental.)
14. Sea D una region del tipo 1, entonces D se puede describir de la forma
a<x<b y ¢(x)<y< o)
y laintegral |, f(x)g(x)dA se transforma en

b rea(x)
/ / Fg()dydx.
r

1(x)

Ahora integramos con respecto a y. Sea G una antiderivada de g y observa que f
es una constante en y. Obtenemos

b 200 b
/ [f(X) / g(X)dy} dx / f[G(e2(0)) — G(1(x))]dx
a ¢ a

1(x)
G depende de x, por consiguiente, no se puede considerar constante y no se puede

sacar del signo de integral. Por lo tanto, en general, fo(x)g(y) dydx no es el
producto de dos integrales.
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5.4 Cambio de orden en la integraciéon

OBJETIVOS

1. Poder evaluar una integral doble mediante un cambio en el orden de integracién.

2. Poder enunciar y entender el teorema del valor medio para integrales dobles.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Justificacion para el cambio de orden. Recuerda que el teorema de Fubini te
permite el cambio de orden en la integracién. Algunas veces un cambio en el orden
de integracién simplifica un problema. Trata de hacer el ejemplo 1 sin cambiar el
orden de integracién y compara la eficiencia de ambos métodos. (Tal vez necesites
usar sustituciones trigonométricas.) Algunas veces una integral doble se puede
calcular sélo si se cambia el orden de integracién.

2. Como empezar. Es titil esbozar la region de integracién antes de elegir los nuevos
Iimites.

3. Teorema del valor medio para integrales. Si se satisface las dos condiciones: (i) f
es continua y (ii) D es una regién elemental, entonces la conclusién es

/ / f(x, y)dA = f(xo, yo) - drea (D)
D
para algiin punto (xo, yo) en D.

4. Elementos del teorema del valor medio. Si m es el valor minimo de f(x,y)en D'y
M es el valor mdximo, entonces

m - drea(D) < //f(x, Y)dA < M - drea (D).
D

Esto nos permite estimar el valor de la integral doble.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Primero, recordaremos que cos? 8 = (1 + cos 20) /2 y calcularemos la integral

tal como estd planteada:
cos® /2
) do =/ cos? 040
r=0 0

w/2 pcos /2
/ / cosGdrdB:/ (rcosf)
()} 0 0
‘l'I’/2 1
=/ +cos 20 40 = 9+sen29
0 ‘ 2 2 4

w/2

0

™
1
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De la gréfica vemos que si elegimos ry, entonces 6 varia de 0 a cos™!(rp).
Entonces, la regién se puede describir como

0<r<1l y 0<0<cos i(r).

ri

1
_—
1
w28 AA Vi-r
\ r

Por lo tanto, si cambiamos el orden de integracién, obtenemos

cos™! (5]

1 pcos™'(r) 1
// cosBdOdr:/ (sene
0Jo 0 6=0

1
)dr:/ sen(cos™'(r))dr.
0

Del tridngulo, vemos que sen (cos"(r)) = v/1 — r2. Identificamos la integral
como el drea de un cuarto de circulo de radio 1, por consiguiente

1
/ \/1-—r2dr=E
0

T
2. (c) La regién de integracién se grafica aqui. No
existe una funcién que pueda expresarse en
términos de funciones elementales, cuya de-
rivada sea exp(x?), en consecuencia, tratamos
de cambiar el orden de integracién. Laregién
puede expresarse como una regién de tipo 1:

0<x<2 y 0<y<2x

Por lo tanto, la integral se transforma en

2 p2m 2 2x
/ / exp(x2) dydx = / [y exp(x2)‘ ]dx
0Jo 0 y=0
Hacemos u = x? y obtenemos

2 4
/ 2xexp(x?)dx = / e“du = e"
0 0

4
=¢* —- 1.
0
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3. Estaférmulaes una aplicacién de la ecuacion (6). Laregién Des [—, 7] x [—r, 7],
por lo que A(D) es el 4rea de D, que es 4w, La funcién f(x, y) = €*"**) toma su
valor maximo cuando sen(x + y) toma su valor maximo, es decir, cuando x +y =
7 /2 £ 2nm, donde n es un entero. De manera similar, f(x, y) toma su valor minimo
cuando x +y = —m/2 & 2nm. Sobre la regién D tenemos —1 < sen(x +y) < 1, de
donde m = 1/e y M = e'. Por lo tanto, si sustituimos todo en la férmula (6) de la
pagina 340 del texto tenemos

1 1
-< — A<e
> S /Df(x,y)d <e

6. El 4rea del tridngulo es 1/2. La funcién f(x, y) = 1/(y — x + 3) es minima cuando
y —x+ 3 toma su valor maximo en D. Observaque y < xen D, de donde, y —x+3
toma su valor méximo cuando y = x, y por tanto, m = 1/3. De manera similar,
vemos que M esté en (1, 0) cuando f(1, 0) = 1/2. Ahora, la férmula (6) nos da

1 1 1

- <2 dA < = - < dA < -

3 S /f(xy) <3 /f(xy) <z
10. Necesitamos dividir el tridngulo en dos partes:
y ? una para x € [0, 1], y la otra para x € [1, 2].
(1, 3) Cuando x € [0, 1], tenemos x < y < 3x, de

donde la integral en esta region es

1 3x
> // e Ydydx = / ( e""’y_) dx
X
/( —e” +1)dx
("4, i‘ 1.1
T2 0 2 2

Para la segunda regi6n tenemos x < y < 4 — x, por tanto, la integral sobre dicha

regioén es
4—x 2
)dx:/ (—e™~* + 1)dx
y=x 1

2 pd—x 2
// e‘"ydydx=/ (—e‘—y
1 Jx 1
—e4 2 1 1
- ( 2 +x) ‘1_ 222772

Si sumamos las dos integrales, obtenemos 1 + 1/ e
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13.

15.
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Primero graficamos la regiéon. Para toda yg

en [0,1], x va de yo hasta /2 —y3. Para

1 describir el conjunto como unaregién del tipo 2,
debemos subdividir la regién en x = 1. Cuando
x estd en [0, 1], tenemos 0 < y < x. Cuando
x estd en [1, V2], tenemos 0 < y < /2 — x2.

Entonces tenemos

] V2—y? 1 x V2 V2-x2
L yY)dx|dy = L y)dy|d . y)dy | dx.
/0[/ oo y) x}y /0[/0f(xy> y] x+/0 /0 o y)dy | dx

En algunos casos, el lado izquierdo serd el mds facil de trabajar.

Esta demostracién requiere usar la regla de la cadena. Sea

x pd
G(x, u)=// flu,y, 2)dzdy.

Queremos encontrar dG/dx, (la “diferencial total”, si se prefiere) cuando u = x.
Por 1a regla de la cadena,
dG oG

G
— = +
dx ox

au u=x

u=x

X d
[ / fuy2) dZ] dy.

Del teorema fundamental del cdlculo (de una variable), sélo tomamos el “inte-
grando” (la integral respecto a dz en este caso) y sustituimos y por x (porque
estamos integrando con respecto ay). En u = x,

dG/ax es sencilla: es igual a

d
= / fu,x,2)dz.

3G /3du es un poco mds dificil. Primero,

Pl //f(u y,2)dzdy = // ~f(u ¥, 2)dzdy.

Si asumimos que f es una bonita funcién tal que el orden de integracién y diferen-
ciacién puede intercambiarse. Ahora queremos evaluar todo en u = x, por lo que
simplemente reemplazamos u por x, y obtenemos

// —f(u y, 2)dz dy.

Combinamos los dos resultados y obtenemos el resultado que se pide.

u
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5.5 Algunos teoremas técnicos de integracion

OBJETIVOS

1. Entender la demostracién de los teoremas que se estudiaron en el capitulo 5.

2. Poder usar sumas de Riemann y sucesiones de Cauchy para hacer demostraciones.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Cémo estudiar esta region. Esta seccidn tiene el mismo nivel de dificultad que la
seccién 2.7, y se debe estudiar de la misma manera. Pregunta a tu profesor si es
necesario aprenderla.

2. Conceptos principales usados en las demostraciones. Muchas de las demostra-
ciones de esta seccién usan los conceptos de suma de Riemann, la desigualdad
del triangulo y continuidad en términos de &-8, particularmente con la nocién de
continuidad uniforme.

3. Continuidad. En la seccién 2.2 estudiamos una definicién de continuidad. Dicho
concepto se conoce como continuidad punto por punto. En esta seccién estudia-
remos continuidad uniforme, un tipo de continuidad mas fuerte. La continuidad
uniforme difiere de la de punto por punto en que 3 se elige independiente de cual-
quier punto x del dominio.

4. Sucesion de Cauchy. En una sucesién de Cauchy la distancia entre los elementos
S: Y Sm €S menor que ¢ si n 'y m son suficientemente grandes. Un hecho basico es
que toda sucesién de Cauchy converge a un limite. Si la sucesion estd contenida en
un conjunto cerrado, el limite también pertenece al conjunto.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. Supongamos que a # by a > b, entonces a — b < ¢ para toda &. Elegimos
e=(a—b)/2,entoncesb+e=(@@—b)/2+b=(a+b)/2 < (a+a)/2=a,0
a — b > g, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto a = b.

3 SeaR =[a,b] x [c,d]y B =[e,f] x [g hl.
d T_ Tomamos una particién de R en n X n piezas

rectangulares r, de tamafio ((b — a)/n) x
h ((d —-c)/ n), como se muestra en la figura.
Es evidente que B < b,, porque b, es el
g drea de s6lo aquellas r, cuya interseccién
c con B es diferente del vacio. Llamemos A

a esta unién. Por otro lado, supongamos
que (x, y) es un punto en A. Entonces (x, y)
debe estar al menos en un rectdngulo de B,
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es decir, si (x, y) no estd en B, debe estar en alguna parte dentro de un “marco”
alrededor de B (el drea sombreada). Lo cual nos da b, < drea de B + area del
marco = drea de B+2(h—g)(b—a)/n+2(f —e)(d —c)/n+4((b—a)/n) ((d —c)/n)
o b, < dreade B+ (2/m)[(h —g)(b —a)+(f —e)(d — )] + (4/n»[(b — a)(d — ¢)].
Cuandon — oo, 1/ny l/n2 se aproximan a 0, por lo tanto b, < area de B. De
esto y el resultado anterior, llegamos a la conclusién de que b,, = area de B cuando
n — oo.

5.R Ejercicios de repaso del capitulo 5

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Evaluamos ésta como integral iterada:
1

1o 1 3
/ [/ (x+)’)2d}’} dx =/ l(x+y) } dx
0 |/vx 0 3 e

=/1 [(x+1)3 B (x+\/§)3]dx
0

3 3

1
=%/ (—3x5/2—x3/2+3x+1)dx

0
_1 (=602 2 3 (V|29
"3 7 5 2 o 710

2. (b)

La regi6n aparece en la figura de la

Y
H y=1 / izquierda. Se puede describir como

una regién del tipo 2 mediante las
ecuaciones

de donde obtenemos

— 1 yz
X // (x+y)2dxdy
0J0
=/1 (x+y) ¥ "
0 3 x=0

1 1
=3 /0 [0+ — y]dx
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L6, a0 s 3 17y 5 3\ |29
=— +3 IyNdy== | = +—+ — =__.
3/0@ y+y)y3(7 2775 )|, 70
5. Esperamos obtener del cilculo de una variable:

b
/ [f(x) - g(x)] dxsif > gparax € [a, b].

| a b ~ x  Laregién D se puede describircomoa < x <
by g(x) <y < f(x) porque es una regién del
tipo 1. Por consiguiente el drea de D es

b pf(x) b b
/ / dydx = / [y ] dx = / [f(x) — g(x)] dx.
a Jg(x) a a

7. (b) Como regién del tipo 1, el circulo se puede describir mediante

—-1<x<1 y —vV1-xt2<y<V1-—x%

Entonces, tenemos

1 pa/1—x2 -, _ 1 x2y3
x“y“dydx = —
—J—y/1=x2 1| 3

1
=%/ (1 — x*)¥4x.
30

f(x)

y=g(x)

(l__xz)l/z
dx

y=—(1—x?)/2

Usamos la sustitucién trigonométrica: V1 —x2 = cos0, x = senf y dx =
cos 0d0, de donde

/x2(1 —x2)3/2dx =/sen2 0 cos® 8(cos 0 d6) =/(sen2 0—2 sen® 0+sen® 0) d6,

la cual se obtiene usando la identidad sen?® + cos? @ = 1y desarrollando el
binomio. Ahora usamos las identidades: sen’>® = (1 — cos20)/2 y cos? 6 =
(1 + cos 20)/2. Obtenemos:

2 2 2 8 a8

1 1 cos 20 sen? 20 0 send® sen20
—/(1—6—1—6cos49+T)d9—1—6+ e

/ [1— cos20 1—2cos20 cos?20 . 1—3 cos 26+3 cos? 26— cos> 20
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Ahora usamos las identidades sobre el do-

1 ble de un 4ngulo y las siguientes que ob-
5 X tenemos del tridngulo de la figura: 6 =
sen~'x, sen® = x y cos® = /1 —x2. Si
V1 - x2 sustituimos y evaluamos en *1, obtene-
mos
sen~lx  4xvV1—x2(1 —x*—x?) 831 —x)V1—-22||! _m
16 64 48 o 16
Por lo tanto, la integral original se transforma en (2/3)(/16) = /24.

12. Tal como la integral estd planteada, la regién
3?)' que describen las ecuaciones 0 < x < 2y

—3v4 —x2/2 <y < 3v4 — x2/2 es del tipo
1. Cuando se simplifica y = 3v/4 — x2/2, ob-
tenemos y?/9 +x?/4 = 1, la cual identificamos
—_ como una elipse, tal como muestra nuestra fi-
gura. Evaluamos de la manera siguiente:

32/a—x2/2
L [ ()
3v/4—x2/2 2+x
2 4y |B/D@—xH?
S
=/ ( Y + y—) dx
o [\V2+x 4/ |\e_gpa—syrr

2 1
=/ [15\/2 —x+2—4(16——8x2+x4)] dx
0

8x3 x°
— 03?4 > 4
[ 102 — x) (16x 3 + 5)]

Tal como estd planteada, la region que descri-
ben las ecuaciones 0 <y < 1y0 < x <3yes
del tipo 2. La regién se muestra a la izquierda.
Evaluamos la integral doble de la manera si-

- ’ gUICIIte.
)

3y
// eVdxdy = /(cf‘*y

1 4y 1 4
= [ (¥ -e&)dy= (f— ——ey> ¢ >
b 4

=-Z—e+z.

—20V3 + 324

0
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[}

19. La regidn se grafica aqui. Observa que consta de las regiones siguientes:

0 Ogyg—x2+x

1

IA

x <1

IA

y
x<2 y —x*+x<y<O0.

IA
IA

Evaluamos como suma de integrales:

YA 1 p=x’4x 2 0
/ fx, y)dydx +/ fx, y)dydx.
0 Jo 1

—x24x
1 2 x

{—> La primera integral es:

1 p—x4x
// (% + 2xy + 2)dydx
0J0

1 3
=/ [(x2y+2x—y+2y)
0 3

1/ n T 4
=/ ( i" +2x6—2x5—%+x3—2x2+2x)dx
0

1

—x%4x
] dx

y=0

I o = S S SR A
\12 7 3 15 4 3 o 10
La segunda integral es:
2 10 2 3 y=0
2x
/ / (2 + 2xy? + 2)dy dx = / (xzy L2 2y> dx
1 J—xtex 1 3 y=—x24x

2 7 4
—2x
=(=1) (3 +2.x6—2x5——%+x3—2xz+2x)dx
1

—584 27
"(_1)( 105 _%>'

Sumamos las dos integrales y obtenemos 19/3.

23. La funcién f(x, y) = x* + y? + 1 tiene valor r? + 1 donde r es la distancia al origen.
Por consiguiente, en D, 1 < f(x,y) < 5. El drea de D es 411, en consecuencia, por
el teorema del valor medio, tenemos el resultado que se queria.






CAPITULO 6
INTEGRAL TRIPLE, FORMULA DE
CAMBIO DE VARIABLE
Y APLICACIONES

6.1 Integral triple

OBJETIVOS

1. Poder calcular una integral triple sobre regiones generales en el espacio.

2. Saber cambiar el orden de integracién para calcular integrales triples.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. Usaremos dV en lugar del término diferencial dx dy dz, ya que éste
representa un volumen.

2. Propiedades. Muchas de las propiedades de la integral triple son las mismas que
las de la integral doble. La integral triple se puede considerar como una integral
iterada y se integra de adentro hacia afuera. El teorema de Fubini ain vale y todavia
podemos integrar todas las funciones continuas a trozos.

3. Tipos de region. Hay dos variedades del tipo I de regiones, asi como dos del tipo
II y del tipo III. En muchos casos, cuatro de las seis superficies son “planas”. Los
tipos de region dependen de la clase de las superficies que “no son planas”. Las
superficies del tipo I que “no son planas” son funciones de x y de y. Las superficies
del tipo IT que ““no son planas” son funciones de y y de z; las superficies del tipo III
que “no son planas” son funciones de x y de z.

4. Bolas. El ejemplo 1 muestra que la bola unitaria es una region del tipo I. Planteada
en la forma
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la bola es una regi6n del tipo II. De manera similar, la bola de tipo III se describe
mediante

—1§x§1,—\/1—x2§z5\/l—ny—\/l—xZ—ZZst\/1—x2—z2.

La resoluci6n del ejemplo 1 utiliza una descripcién del tipo 1 para D. Si usdramos
una descripcion del tipo 2 generarfamos tres descripciones mas de W.

. Cémo integrar. De la misma manera que con las integrales dobles, saber c6mo

plantear los limites mediante la identificacién del tipo de regién es mas importante
que conocer el nimero del tipo. Hacer un dibujo de la regién ayuda a encontrar los
limites de integracién, sin embargo, en muchas ocasiones es mds facil decirlo que
hacerlo.

Integrales triples y volimenes. Si f(x,y,z) = 1, entonces fw fdV es el volumen
de W.

. Truco de integracion. En el ejemplo 1 se muestra un artificio para ahorrar tiempo.

Si nos damos cuenta de que una integral es el drea de un circulo o de parte de éste,
entonces no tenemos que efectuar el proceso de encontrar una antiderivada.

Factorizaciéon de integrales. Podemos simplificar el célculo de una integral triple
si usamos el hecho siguiente: si los limites de integracién de la integral mas interna
no contienen ninguna variable y los limites de integracion de dicha variable son
constantes, entonces podemos podemos integrar por separado dicha variable y luego
multiplicar por el resto de la integral. Por ejemplo,

1 p2x p3 3 1 p2x
/ / / f)gOh(z)dzdydx ( / h(z)dz> ( / / f(x)g(y)dde)
0 Jx 2 2 0 Jx

porque la variable z no aparece en ninguno de los limites de integracion y sus limites
de integracién son las constantes 1 y 0. No podemos integrar x por separado porque
aparece en los limites de integracién de y.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Es mas fécil integrar x antes de integrar y. Queremos evaluar

1

1 1 1 1 1 e—xy
/e"%de:/// e“yydxdydz=// [( )y
w 0o Jo Jo 0Jo -y x=1
1 1 1 1 1 1 1
=// (l—e"y)dydz=/ [(y+e_y)] ]dz=—/ dz=—.
0Jo 0 y=0 € Jo 4

} dydz
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Observa que deberias haber usado la integracién por partes si querias integrar res-
pecto a y antes de integrar respecto a x.

5. El plano x + y = 1 puede volverse a expresar como x = 1 — y, de donde
1-y
x=l

T pm opl—y ™ x3
/xzcosde=/// XZCOSdedde=// (—cosz )dydz
w 0 Jo Jo 0 Jo 3 0

LT LM ==y
== 1—-y)?} dydz = - T d
3/0/0( y) coszdydz 3/0 [ 7 coszyzo z

—1-—(1_’”)4/”005 dz = 1_(1_'”)4(sen
T 12 y vEEE T ¢

s

=0.
0

De manera alternativa, ya que z no aparece en ninguno de los limites de integracién
y podemos “factorizar” fuera de la integral todas las partes que contienen a z.

w pl—y g ™
/x2 coszdV = / / x*dxdy (/ coszdz) =0 porque / coszdz=0.
w 0 Jo 0 0

7. Evaluar las integrales iteradas:

1 p2x px+y 1 p2x [ x4y 1 p2x
/// dzdydx=// z dydx=// (x+y—x* —y)dydx
0 0 x2+y2 0 0 z=x2+y2 0 0
1 2 3\ |
=/ ((x—xz)y+y——y—) dx
0 2 3 3=0
1 3 3 4
14x 4x Ix
= 4 - —— ) dx=| — - =
(2= 57) = (5-%)

Para bosquejar la regién, supondre-

z T 1,2,5) mos que x toma valores en el interva-
lo [0, 1]. Por cada x; en el inter-

valo, la superficie D bosquejada se

extiende de y = 0 ay = 2x9. En-

tonces sobre cada punto (xg, yo) en D

1,2,3) bosquejamos las superficies z = x +y
(el sombreado con rectas onduladas)

y z = x* +y* (el sombreado oscuro),

las cuales son un plano y un para-

boloide. Observa que en una parte

0

(1,0, 1) L > de D el paraboloide se encuentra por
y arriba del plano y en otra parte de D
(1,0, 0) D el paraboloide se encuentra por de-

x o 1, 2,0) bajo del plano.
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10. La superficie z = x> + y? es un paraboloide que se abre hacia arriba. La superficie
z = 10 — x* — 2y? es un paraboloide que se abre hacia abajo. Cuando igualamos
las dos superficies observamos que se intersecan donde x> +y> = 10 — x? — 2y? o
bien 2x% + 3y? = 10, que es una elipse. La elipse se puede describir como

5<x< 5 V10 — 2x2 V10 — 2x?

- <y<
y 3 Sys 3

El volumen que se pide, en forma de integral triple, es:

V5 p/10-2x2/3 1022 —2y° V5 p/10-2x2/3
/ / / dzdydx = / / (10 — 2x* — 3y*)dydx
—V5J —/10-2x2/3 Ja24y? —V5J—1/10-222/3

V5 Loy — 22 5.(0-2)172/3
= — 2y — d
/_ % {( y y y)’yz_(w_bz)mﬁ] X

= 3%/5 /_:/; [10\/5\/5 —x2 = 2V2x*V/5 —x2} dx.

De la tabla de integrales tenemos,

/\/wa2dx=i\/S—x2+§sen_l~x—+C

2 VS
y
2
/x2\/5 “dx= 02 - 5)V5_ 24 Dsen~! 4
8 8 NG
Por lo tanto, tenemos
V= 4 [10\/5 (J—[\/S —x24+ ésen'1 (_x_))
3V3 2 2 NG
V3
x 25 x 2512
_m(_zxus\/—s_xu_sen—'(—m _Bmv2
g Y 3 G s

13. La regién W es aquella que estd entre la superficie sombreada en el plano xy y
la parte del cilindro de radio 2 que esta sobre dicha superficie. (Véase la pagina

siguiente.) De nuestro dibujo vemos que el drea sombreada es del tipo 2 porque se
puede describir como

0<y<2 y 6-2y<x<2—y
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Por tiltimo, z varia del plano xy, z = 0, hasta el cilindro, z = y/4 — y2. Por lo tanto,

6—2y 4— yz 6—2y 4—y2
/f(xy,z)dV // / zdzdxdy = // ( )dxdy

6—2y 1 2 6—2y
// @—yhaxay=3 [ [(4—y2>x }dy
2 Jo x=2=y
1 1 4y} y N\ [F 26
== [ (16-4y> —4y+y)dy== [ 16y — = —2y? + = | | = .
2/0( y yy)yz(y 3 y+403
14. Comenzando con el intervalo 0 < x < 1, di-

bujamos la superficie D que se extiende desde

= 0 hasta y = xp para cada xo en [0, 1].
Luego, para cada (xg, yo) en D, la region W
varia desde z = 0 hasta z = yy. Estudiaremos
cémo encontrar una integral equivalente con
la forma

/ fx, 3 2)dxdydz.
w

Primero notemos que z varia desde O a 1. Ahora, para cada zp, y vade zp a 1. Esto
nos da una superficie triangular en el plano yz. Por tltimo, para cada (xo, zo) en la
superficie triangular, x varia desde yg a 1. Por lo tanto, describimos W de la manera
siguiente:

0<z<1 y z<y<l1l y y<x<L

Observemos que la superficie estd acotada por los planos z =0, x = 1,y =z y
x =y. Una segunda forma de describir la regién es hacer que primero z varfe de 0
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a 1. Luego, que x tome valores de z hasta 1. Y por iltimo, que y se varie desde los
planos y = z hasta y = x, de manera que W también se puede describir como

0<z<1], vy z<x<1, y z<y<nx

Las siguientes integrales son equivalentes:

///f(x )’,Z)dzdydx-///f(x,y,z)dzdxdy
=///f(x,y,z)dxdydz
0Jz Jy
1 py pl
=///f(X,y,z)dxdzdy
0J0 Jy
1 px px
=///f(x,y,z)dydzdx
0J0 Jz
1 p1 px
=/// f(x, vy, 2)dydxdz.
0Jz Jz

Con una verificacién rapida podemos ver que cada region tiene el mismo volumen
si hacemos f(x, ¥, 7) = 1. En este caso el volumen es 1/6.

15. Supongamos que W es una regién del tipo I, entonces

b pe2(x)  py(xy) b () py(xy)
// / f(x,y,z)dzdydx=// / fx,y,2)dzdydx
a Jer(x) J—vy(xy) aJeix) JO
b pe2(x) p0
+// / fx,y 2)dzdydx.
a Jei(x) J —vy(xy)
Ahora, sea z = —u, entonces dz = —du, y la segunda mitad de la suma queda como
b peax) 0 b pe2(x) 0
/ / / f&x,y2)dzdydx = / / / [—fCx, y, —w)]dudydx
a Jei(x) Y —y(xy) a Je1(x) J—yxy)
b re2(x)  p—v(xy)
=// / fx,y, —u)ydudydx
a Jgi1(x) 0
b pe2(x)  py(xy)
= // / f(x,y —z2)dzdy dx.
aJg(x) JO
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Hemos usado el hecho de que y(x, y) = —y(x, y) de la propiedad de simetria y una
inversion de limites de integracién. Por ltimo, cambiamos la variable muda u por

z. Por lo tanto, la integral original fue

b peax) py(xy) b prea(x) py(xy)
/ / Fo 3 2 dzdydx = / / [y, 2)+f (%, —0)) dz dy dx.
a Jor(x) J—y(xy) a Joi(x) JO

Como f(x,y,z) = —f(x,y, —z), la dltima integral es 0. Por consiguiente, toda la

integral triple es 0.

18. (a) El volumen puede calcularse como una integral triple con f(x, y, z) = 1:

1 pl pxy 1 pl xy
/// dzdydx=// (z )dydx—//xydydx
0Jo Jo 0 Jo =0
1 2,1
=/ il dx-/ X ax
0 2 y=0 0 2
2 1

315

(b) La integral de z sobre W es

1 p1 2.2
/// zdzdydx—// (Z— )dydx=/ XY dydx
1
1
= (2] )a X=X =~
/0( )x / * 18 18

6.2 Geometria de las funciones de R? a R?

OBJETIVOS

1. Poder determinar si un mapeo €s uno a uno.

2. Graficar la imagen D de una regién D* en alglin mapeo.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacién. La igualdad D = T(D*) expresa el hecho de que T toma un punto en
D* y lo mapea en un punto en D y que fodos los puntos de D se obtienen de esta
manera. T se llama mapeo o transformacién. Podemos pensar T como una funcién

y es similaray = f(x) paraf: R — R,
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2. Unoauno. Sidos puntos distintos se mapean sobre puntos distintos, es decir, puntos
distintos nunca se mapean en el mismo punto, entonces decimos que la funcién es
uno a uno. El dominio se debe elegir con mucho cuidado para que se cumpla
esta propiedad. (Véase el ejemplo 3.) Esta es una propiedad muy agradable en
integracién, porque cuando no se tiene, la integral doble sobre D puede ser diferente
de la integral doble sobre D*.

3. Sobre. Sitodo punto del rango D es imagen de un punto del dominio D*, entonces
el mapeo es sobre. La propiedad de ser sobre no implica la de ser uno a uno porque
dos puntos de D* se pueden mapear sobre un punto de D. De manera similar, la
propiedad de ser uno a uno tampoco implica la de ser sobre.

4. Coémo encontrar D a partir de D*. En ocasiones, el rango D se puede determinar
con sélo mapear la frontera de D*. Entonces determinamos si el mapeo lleva a D*
hacia puntos que estin fuera o dentro de la frontera de D. Por ejemplo, sea D el
disco unitario. Si

1 1
T(x,y) = (x—_?- FRvT ) +y2> ,

entonces T mapea el circulo unitario sobre el circulo unitario, y T mapea un punto
como (1/2,1/2) en (2,2), un punto fuera del circulo. Por lo tanto T mapea el
interior del circulo en el exterior de éste (y no se define en (0, 0)).

S. Ejercicio importante. El resultado del ejercicio 6 se usa en los ejemplos de la
seccién 6.3. Establece que si T(x) = Ax, entonces T es uno a uno si y sélo si
detA # 0. El resultado es verdadero para todas las matrices de n x n.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. La transformacién esta dada por la ecuacién siguiente:

e[ 8 [7]

Calculamos detA = 1 # 0, de donde, por el teorema 1, la transformacién lineal
mapea vértices en vértices. El origen de D* se mapea en T(0, 0) = (0, 0) en D. De
manera similar, los puntos (1, 0), (1, 1) y (0, 1) de D* se mapean en (1/v/2, 1/V/2),
0,V2)y (—l/\/i, 1/\/5), respectivamente, en D. Es facil demostrar que la longi-
tud de cada lado de la imagen es 1 y poder usar el producto punto para demostrar
que los dngulos son /2. Entonces, T rota el cuadrado unitario 45 grados.
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4.

10.

y*f y 4

>
1 ’x* X

Los vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)y (0, 1) de D deben ser imagenes de los vértices (0, 0),
(8/5,4/5),(12/5,16/5)y (4/5, 12/5) de D*. Queremos encontrar una matriz A de

modo que
kN _|4a b x*
T(x,y)—Ax—[C d} [y*]'

Cuando (8/5, 4/5) se mapea en (1, 0), obtenemos 8a/5+4b/5 =1y 8¢c/5+4d/5 =
0 de modo que d = —2¢. Cuando (4/5, 12/5) se mapea en (0, 1), obtenemos
4a/5+12b/5 =0y 4c/5+12d/5=—-4c=1,0a=-3byc=—-1/4,d =12
Sustituimos @ = —3b en 8a/5+4b/5 = 1 y obtenemos —4b =10b = —1/4,y
entonces a = 3/4. Por lo tanto,

x ¥ 3-« 1:«_1* 1*
T(x,y)= ZX —Zy,TX +§y .

Como aparecen senos y cosenos, trataremos de usar la identidad sen® f + cos? ¢ = 1
con objeto de eliminar pardmetros y obtener una forma mas reconocible: x> +y? =
p? sen® @(cos? @ + sen? ) = psen@ y x2 + y? + 22 = p(sen? ¢ + cos? ¢) = p°.
Sabemos que x* +y? + 72 = p? es una esfera de radio p; como 0 < p < 1, D es
la bola unitaria. T no es uno a uno. Por ejemplo, (0, w, w/2) y (0, w/6, w/5) se
mapean en el origen. También (1,0, w/2) y (1, 2, 7/2) se mapean en (1,0, 0).
Como p = 0 siempre se mapea en el origen, queremos eliminar dicho punto. Como
6 = 0 y 8 = 27 también tienen la misma imagen, debemos eliminar uno de estos
puntos. Por lo tanto, T se puede hacer uno a uno usando los intervalos siguientes:
e €[0,m],0€@2mype 1)

Escribimos q = p+Av+ puw = (g1, g2) = (p1, p2) + M(vy, v2) + w(wy, wr). Entonces

tenemos
[au 012} [41] - [anql +012(12}
ay an| |9 anqy +anqg |’
La primera componente del lado derecho se puede escribir en la forma (a;p; +
appy) + NMay vy + apwva) + plaw) +a;pwy). Podemos plantear la ecuacién para
la segunda componente de manera similar. Entonces, el vector del lado derecho se

puede expresar en la forma (ay1p) + aiaps, a21p) + anpa) + NMay vy +apva, az vy +
anvy) + planw) +apws, aw) + ax;ws), la cual tiene la forma r = As + pt. Asi,
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la transformacion no altera la forma de los vectores que describen cada punto, y
mapea paralelogramos en paralelogramos. Recuerda que cuando A y p toman sus
valores, obtenemos un paralelogramo.

6.3 Teorema del cambio de variables

OBJETIVOS

1.
2.

Dada una transformacién T, calcular su jacobiano.

Saber usar el jacobiano para hacer cambios de variables en integrales dobles y
triples.

. Saber enunciar y usar la férmula del cambio de variables para coordenadas polares,

cilindricas y esféricas.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

Repaso. Debes repasar las definiciones de coordenadas polares, cilindricas y esfé-
ricas de la seccién 1.4.

Jacobiano. El jacobiano es un determinante, no una matriz. En esta seccién intro-

ducimos la notacién
a(x, y) a(x, y, 2)

a(u, v) o(u, v, w)’
que representa a los determinantes

ax/ou ox/ov ax/ow
dy/du dy/ov dy/ow]|,
0z/du 9dz/dv dz/ow

ox/du 9x/ov
dy/ou dy/av

respectivamente.

. Cambio de variables. Tal como se enuncid, el teorema del cambio de variables

necesita que 7 sea uno a uno. Sin embargo, el teorema es vilido si T es uno a uno
s6lo en la frontera de D*, situacién que se presenta en cantidad de ejemplos. Un
teorema similar es vélido para integrales triples.

. Cambios de variables itiles. Si aparece x* + y* en el integrando, trata de usar

coordenadas cilindricas o polares, que tiene el jacobiano r. Si aparece x2+y*+z%en
el integrando, trata de usar coordenadas esféricas, que tienen el jacobiano p® sen ¢.
Debes memorizar estos dos jacobianos.

Limites de integracion. Cuando establezcas los limites de integracion, recuerda que
4 g

¢ se mide respecto al “polo norte”, y no respecto al “ecuador”. También recuerda

que 8 se mide en direccién opuesta al giro de las manecillas del reloj.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Sabemos que x = u +vyy = u — v. Si sumamos las dos ecuaciones obtenemos
(x+y)/2 = uy sirestamos nos da (x —y)/2 = v. Si mapeamos el borde del triangulo
en el plano xy, obtenemos otro tridngulo en el plano uv, como se muestra en la figura:

Y a, n Y
| (1/2,12)
—> ;
| 1 X | 1>u

El jacobiano es el valor absoluto de

a(x, y) dx/ou  dx/av 11
a(u, v) dy/ou dy/ov 1 1

de manera que el jacobiano es 2. En este caso integramos x + y = 2u de la manera
siguiente:

1/2 pl—v 1/2 pl—v
/(x+y)dxdy=/ / (2u)(2)dudv=4/ / ududv
D 0 v 0 v

/2 /21—y 1/2 1
=4/ — dv=2/ (1=2v)dv=_2v -1 )
0 2 u=vy 0 0 2

No olvides que el jacobiano es el valor absoluto del determinante. Un célculo

directo nos da
1 1 l 3y2
dy = —+y——|d
x=y} Y /o (2 Y 2) Y

= -2,

/21

1 p1 L7 /42
// (x+y)dxdy=/ (—+xy>
0Jy 0 L 2

2 3\ 1
=z+1_1‘=3
2 2 3/l 2

3. (b) Tenemos que x —y = 2u — 3v y el jacobiano es

a(x,y) 4 0
o(u, v) 2 3
Por lo tanto, la integral se transforma en

1 p2 1 3v2 2
12// (2u—3v)dvdu=12/ [(2uv——> ] du
0J1 0 2 ) b=
1 1
=12/ (2u—2>du=12(u2—9—")~
0 2 2 /1o
=12 (1—2) = —42,
2

-2
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Observa que no es necesario saber cudl es el aspecto de D para realizar la
integracién. Por el teorema 1 de la seccién 6.2, esta transformacién lineal
mapea el rectdngulo D* en un paralelogramo D. Mapeamos los vértices y los
conectamos para obtener D.

VT 4 (4,8)
2
- D* 4,5
1 u X
7. Tenemos que x + y? = (u? — v¥)? + 4uV? =
v ut + 2u? +v* = (? +v%)?, y por lo tanto
* Vx2+y2 = u? +V2. En este caso el jaco-
1 biano es
o, y)| _|2u —2v|_ ., 2
D* {6(14, ) =15y o =4u® +4v-.
—p
1 u En consecuencia,
4 2 2
/ —(u—+Qdudv=4 dudyv.
. ut+y? .

Esto es justo 4 veces el drea de D*, la cual es
un cuarto del circulo unitario, por lo que la
respuesta es .

11. La regidn esta dibujada en la pagina siguiente. La transformacion mapea (x, y) en
(rcos 6, rsen 8), por tanto, el jacobiano es

cos® —rsen
sen rcosd

C
arne)|

Recuerda que el 4rea es la integral doble |, pdx dy. En coordenadas polares esto se
transforma en

2w pl4send 27 r2
/ rdra'9=/ / rdrd0=/ (——
D+ 0 0 0 2

1+sen 6

1 21
) de == (1 +sen 0)2d0.
r=0 2 0
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14.

17.

Usamos la férmula de la mitad de un 4ngulo
y 4 para obtener

1 [ 1 —cos2
5/(; (1+256n9+%9>d9

1 /36 sen20\ ™ 3w
—5(2—20059— 2 )

o 2
Comparamos esta respuesta con las férmulas
del 4rea deducidas en el cdlculo de una varia-
ble.

Cuando D* = [0, 1] x [0, 277] se mapea en el circulo unitario, sabemos que estamos
usando cooredenadas polares
2
) o
u=1

2n pl 27 p2 271 5/2
/ /(1+r2)3/2rdrd9=/ / (u3/2du) d9=/ (“—
o Jo o J1 2 0 5

_4v2-1 /2“d9_ 2w(4V2 — 1)
-5 o - 5 '

En este ejercicio, tomamos el cuadrado unitario y queremos encontrar todas las
transformaciones que lo mapean en la regiéon dada R, un paralelogramo. Observa
que podemos mapear (0, 0) en (1,0), (1,0) en (5/2,3/2), (0,1) en (0, 1) y (1,1)
en (3/2,5/2). La transformacién debe ser lineal, de modo que debemos obtener
(x,y)=(au+bv+c,du+ev+f). Cuando (4, v) = (0,0) se mapeaen (x,y) = (1, 0),
vemos que ¢ = 1. Si mapeamos (1, 0) en (5/2,3/2) obtenemos a = 3/2 vy si
mapeamos (0, 1) en (0, 1) nos da b = —1. Podemos determinar d, e y f de manera
similar. La transformacioén es (3u/2 — v + 1, 3u/2 + v), por lo tanto el jacobiano es

a(x, y)
o(u, v)

132 -1
“13/2 1

-s

(3/2, 5/2)

(5/2,312)

=V
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23.

26.
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También calculamos x +y = 3u+1 yx —y = 1 — 2v, en consecuencia el cambio de

variable nos da
1 1
3 / / Gu + D% ®dudv.
0J0

Como el integrando se puede factorizar en factores que contienen sélo una variable
y los limites de integracién son constantes, obtenemos

1

0

3 /l(3u+1)2du /Ll—').vdv =3((3u+1)3|1) el—2v
0 o 9 . —
(55 (259 -5 ()

- 9 -2 ) 3—; .

Unmétodo alternativoestomaru = x+y,v=x—y. Luegol <u<4y-1<v <1
y el jacobiano es 1/2.

Usaremos coordenadas esféricas. La regién S se puede describir mediante

El jacobiano para coordenadas esféricas es p? sen ¢, por tanto, la integral se trans-

forma en
2 2
3/// P Se“‘pded dp.

Como los limites de integracién son constantes, podemos factorizar la integral de
la manera siguiente:

(L) (o) ([ ) o (2) 2 20m0mn (),

El jacobiano para el cambio a coordenadas cilindricas es r.

(a) Después de graficar B vemos que esta region estd sobre el circulo unitario
(observa el dibujo de la pagina siguiente) y z varia desde 0 hasta \/x2 + y2 = r,
Por lo tanto

/de /h//rzdzdrde /h/ ("2
=/0 O%drdﬂ /O (%

r
)drdﬁ
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(b)

(b) La ecuacién x2 + y? + z2 < 1 equivale a r2 + z2 < 1 (véase la grifica de D en
la figura anterior). Si despejamos r, obtenemos r < v/1 — z2. Igualmente, el
integrando es 1/+/x2 +y2 + z2 = 1/+/r% + z2. Por consiguiente, el cambio de

variable nos da
2 pl m r
————=drdzdb.
/o /I/Z /o Vri+z?

Sea u = r? + 7%, entonces

27 pl 1 1 27 pl \/_]
—dudde:/ / ( u )dzd()
./0 /1/2 2 2Vu 0o J1/2 u=z?
21 pl
=/ (1 - 2)dzdo
0o Ji1/2
2m 2 1
z
_/0 [(1—7) z=1/2] 9

1 [ ™
== [ ao="1.
i) =7

27. Queremos encontrar un mapeo del cuadrado unitario B* en el rectingulo B. Quere-
mos mapear (0, 0)en (1, 0),(1,0)en(4,3),(1, 1)en(3,4)y (0, 1)en (0, 1). Queremos
una transformacién lineal que mapee paralelogramos en paralelogramos. El mapeo
que necesitamos es (x, y) = (au+ bv+c, du+ev+f). Silaimagen de (4, v) = (0, 0)
es (x, y) = (1, 0), obtenemos ¢ = 1. Si mapeamos (1, 0) en (4, 3) obtenemosa =3y
si mapeamos (0, 1) en (0, 1) nos da b = —1. Podemos determinar d, e y f de manera
similar. Obtenemos (x, y) = 3u — v+ 1, 3u + v). El jacobiano es

a(x, y)
o(u, v)

3 1

=‘3 —1‘=6.



140 CAPITULO 6 INTEGRAL TRIPLE, FORMULA DE CAMBIO DE VARIABLE Y APLICACIONES

4

T Tu

Entonces la integral se cambia a

1,1 1 1 1
6//(6u+1)dudv=6/ [(3u2+u) ]dv:G/ 4dv =24.
0 Jo 0 y=0 0

30. En el primer octante de R?, la coordenada esférica 6 toma valores entre Oy /2. La
regién de integracién que necesitamos se dibuja en la pagina siguiente. Recuerda
que el jacobiano para coordenadas esféricas es p? sen o, por lo tanto la integral es

/2 ptan~'Q2) pV6 1 w/2 ptan~'2) V6
/ / / (—) pzsencpdpdcpd():/ / / psenedpdedd
0 Jm/4 0 P () /4 0
w/2 ptan~'(2) p? VG
= — sen { de do
/0 ./11/4 (2 (Pp=0) ¢
w/2 ptan~'(2)
3/ / senpdedb
0 n/4

/2 tan—'(2)
3/ (— cos @ ) de.
0 /4

Del siguiente tridngulo que muestra ¢ = tan~!(2), obtenemos:
/2
3<_L+L)/ do="T (_I__L)
V5 V2/) ) 2 \v2 V5

4:
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6.4 Aplicaciones de las integrales dobles y triples

OBJETIVOS

1.

Saber usar integrales dobles y triples para calcular promedios, centros de masa,
momentos de inercia y potencial gravitacional.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

Promedios. En general, un promedio se define como la integral de f dividida entre
la integral de 1. Por lo tanto, las dos férmulas de promedio dadas en esta secci6n

son
Jwfdv JpfdA
Jwdv g JodA~

Centro de masa. Es un promedio ponderado. En general, el centro de masa de una
regién en R” es (X, X, X3, . .., Xp), donde X; se define como

fRX,'pdV
Jepdv’

dV =dx, dx;---dx, y R es laregién. Como p es la densidad, fR pdV esla masa.

. Momentos de inercia. Una buena regla para recordar I, = fw p(x? + z%)dV es

notar que el integrando no tiene término en x. De manera similar, /, y I, no tienen
términos en y y en z, respectivamente.

Potencial gravitacional. Su férmula es V = GM /R. Atn cuando no sea necesario
entender la teoria fisica en la cual se apoya su explicacién, debes comprender la
parte matemdtica. Es probable que no necesites reproducir su explicacién en un
examen.

Geometria. Recuerda que si el integrando es 1, entonces la integral triple [ [, dV
nos da el volumen de W. De manera similar, la integral doble [/ dA nos da el
dreade D.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

3.

Las férmulas usadas para calcular el centro de masa (X, ) para una regién en el
plano son

[ pxp(x y)dxdy y Jlpyplx,y)dxdy
[l p(x. y)dxdy Jpptx y)dxdy
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~.

Y

En este caso, graficamos la regién D y vemos que se puede describir como
0<x<1 vy ngygx.

El numerador de X es

1 px 1 2 1 2 4
_ Y\ IF _ EAR
/(;/xz(x+y)dydx—/0 [(xy+ 2) y=x2]dx—/0 ( 5 X 2>dx
_(2_2_x L
“\2 4 10/l 120

Entonces, X es 11/18. Te dejamos que calcules que y = 65/126.

6. La masa del plato es |, p PdA, cuyo valor es

2w, 2w 3 m
/ (y?sen®4x + 2)dydx = / (y_ sen’ 4x + 2)’) | dx
0o Jo 0 3 0

2w 3
= / (w_ sen® 4x + 271') dx.
0 3

Si recordamos que sent = (1 — cos2t) /2, tenemos

m %™ 1 —cosdx m m (x sendx\ 2= ?
T I vom [ ax=T s =T pam?
3/0 2 7 1T/0 =73 (2 8 ) o T T
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Elareadel platoes 2w x2m = 412, Por lo tanto, la densidad promedio es masa/drea,
om?/12+1.

7. (a) Sea p la densidad de la caja, entonces la masa es fw pdV, cuyo valor es

1/2 p1 p2 1
p/ // dzdydx=p <§> (DH(2) =p.
0 0J0

(b) También es este caso la masa es fw pdV, cuyo valor es

1/2 p1 2
/ // (x* +3y* + 2+ )dz dydx
o JoJo
1/2 pl Zz
=/ / [((x2+3y2+1)z+—>
o Jo 2
1/2 1
= / / 2(x% + 3y? + 2)dy dx
o Jo
1/2 1
:2/ [((x2+2)y+y3)\ Ja’x
0 y=0
1/2 X3 1/2
2/ (x2+3)dx=2(—+3x)‘
0 3 0
1 3 37
=2 — —_ ) = —.
(24 * 2) 12
11. El valor promedio de f sobre W es fwf(x, y,2)dV/ fw dV. El numerador es

2 4 06
/ / / sen? wz cos’ mxdz dy dx.
o Jo Jo

Como f(x, y, 7) se puede factorizar de tal manera que cada factor contenga una sola
variable y los limites de integracion sean constantes, obtenemos

(/ozcosz'nxdx> (/oddy) (/Ossenzwzdz>.

Usando las férmulas de la mitad de un dngulo obtenemos

2 4 6
/ (1 +cos21rx> I / dy / (1 — cos2mz dz
0 2 0 0 2
_ l sen 2mx \ |2 4 l _sen 27wz \ |6 _ l 1 _
=3 [(“ 2 ) ‘0] Ho] 2 KZ 2 ) u = 2@@3© =12

2

d
z=0] 'y dx
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El denominador es justamente el volumen de W, el cual es 2(4)(6) = 48, asi que el
promedio es 12/48 = 1/4.

14. El momento de inercia alrededor del eje y estd dado por
I, = / p(x* + z22)dx dy dz.
w

Como W es la bola de radio R, usaremos las coordenadas esféricas (r, 8, ¢). (Usa-
remos r debido a que p ya se usé para la densidad.) Como x? + y? + 22 = r2,
podemos volver a escribir el integrando como p(x? +z2) = p(r2 — y?). Por lo tanto,
el momento de inercia es

2n pm pR
p / / / (r* — r*sen® @ sen’® 0)r2 sen ¢ dr do db
o Jo Jo

2n pm oR
=p/ // (r* sen @ — r* sen® ¢ sen? 0)dr dp do
2m
o L1GE

_ PR

5 0 0

) (sen ¢ — sen® ¢ sen” 0) | dp do

(sen ¢ — sen’ @ sen? 0)d¢ db.

Para terminar la integral, usa las identidades sen? ¢ + cos? ¢ = 1 y la férmula de la
mitad del 4ngulo: sen”t = (1 — cos 2¢)/2:

pRS 21
/ [sen @ — sen ¢(1 — cos? @) sen” B]dp dO

RS 3 T
= -ps— A K—coscp+sen29 (COScp — CO; ‘P>) '4>=0] do
pRS 2m 4 ) pRS 2m 2
=—5—' A (2—§sen 6) d6=T/0 [2—5(1—00526):' do

pR5 2 sen20
20— -6+
S [ 3773 ]

o 8pR3 T
o 15

19. De la solucién del ejemplo 7, V(0,0, R) = 4'rer(r2 — rl)/3R donde r} y r; son las
distancias al origen, p es la constante de densidad y (0, 0, R) es un punto fuera del
planeta. La solucién del ejemplo 7 también nos dice que

= =— si R>r
R r.

/“ sen@de _r+R—|r—R| 2
\/r* —2Rrcos ¢ + R2 Rr
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Cuando 0 < r < 104, el potencial gravitacional es 4wG(3)[(10%)* — (0)*]/3R =
(rwG x 10'%)/R. Cuando 10* < r < 5 x 108, el potencial gravitacional es

sx10° [ r2 (3—";194—) (fy sene@de)
21TG/
1

o V/r* —2Rrcos ¢ + R?
(otro resultado del ejemplo 7). Es decir

5x10% 4 5% 10%
3Ix1 2
2wc/ r( x 0)( ) r-(6x104)1rG/ Lar
104 r R T

8

~ (1.5 x 10-2)—

= (6 x 10979 2|
R

r=1

El potencial desde el centro del planeta es despreciable, porque 10* es mucho menor
que 5 x 108, por tanto, V(0,0, R) = (4.71 x 102)G/R.

6.5 Integrales impropias

OBJETIVOS

1. Poder definir y calcular una integral impropia.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Comparaciones. Una integral de una funcién de una variable se Ilama impropia si la
funcién tiende a infinito en algiin punto o si los limites de integracién son infinitos.
La diferencia en este caso es que la funcién puede tender a infinito en una curva o
en una superficie.

2. Cdlculos. Si la integral existe, se calcula de la manera usual y se busca el valor
Iimite en lugar de sustituir los limites directamente. El teorema de Fubini también
es vilido para integrales impropias.

3. Cuando f tiende a infinito. Recuerda que f puede tender a infinito dentro de los
limites de integracién. En este caso, es necesario dividir la regién en los puntos en
los que f es infinita. Por ejemplo,

1
// —dydx // —dydx+/ fdy,dx.
0Jo ¥

Observa qué ocurre si evaldas la antiderivada en £1 y no consideras y = 0.



146 CAPITULO 6 INTEGRAL TRIPLE, FORMULA DE CAMBIO DE VARIABLE Y APLICACIONES

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (¢) 2.1 Esta integral es impropia en x = 0. Grafica-
@, mos la regiéon y vemos que es del tipo 1, la
cual se describe como

(L, 0<x<1l y Z;<y<nx

N[ =

1—} Entonces, la integral es

X
1 /.2 o
Y dydx = /(y— )dx
/// Y 0 \2xly=x/2
1 2 2 1 2

x /% /3x 3x12 3

= _—— dx = dx="—| = —.
/0(2x 2x>x08x16016

2. (a) Sisuponemos que D es una region del tipo 1, seria razonable pensar que b = oo
como punto extremo. Luego podemos definir [, f dA mediante

oo pea(x)
/ flx, y)dydx.
a

¢1(x)

(b) La regién D es la que se describe en la parte (a). Como los limites de inte-
gracién son constantes, podemos integrar cada variable y luego multiplicar los
resultados. El integrando se puede factorizar de la manera siguiente:

xyexp(—x? — y*) = [xexp(—x®)1[y exp(—y?)],

por lo tanto

1 e’
/ fOx,y)dA = l / yexp(—yz)dy] [ / xeXP(—xz)dx]
D 0 1
_ (exp(~ y)‘) exp(-x2)|b (1 1 1
“\T 2 o) \T =2 1) \a Z_?)'

5. El integrando se simplifica en 1/(x +y). El integrando es impropio cuando y = —x
o, para ser mds especificos, en el punto (0, 0) en D. Entonces

1 1 1
// Fy"”""'/o |:(1n|x+y|)’y=0] dx=/0 [In 1+ x| — In(o)] dx

Si integramos por partes, obtenemos

[(x+ DInx+1) —x) — (xInx — x)] Ll)
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De la regla de L'Hopital sabemos que

1
lim xInx = lim — nx _ =0,
x—0 x—0 l/x

y la integral es 21n 2.

8. Cuando 0 < g(x,y) < f(x, y), laintegracién sobre D nos debe dar

/ 0dA < / ¢(x,y)dA < / fxy)dA.
D D D

Sinembargo, comolaintegral de g es menor o igual que laintegraldef'y [, g(x, y)dA
no existe, llegamos a la conclusion de que [, f(x, y) dA tampoco existe.

11. Como x?+y?+z2 aparece en el integrando, trataremos de usar coordenadas esféricas.
En el primer octante tenemos

0<0<7/2 y 0<o<m/2

Como x? +y? + 72 < 4%, también tenemos 0 < p < a. Recuerda que el jacobiano
para coordenadas esféricas es p? sen ¢. Sustituimos p?> =x% +y? +z> y pcos @ =z
y para obtener

w/2 pn/2 pa p1/2
/ / ———-————————pz senedpdedb
o Jo 0

Vpcose+p*
w/2 pm/2 pa 2
=/ / / P IN® s de .
o Jo Jo \Jcose+p?

Sustituimos u = cos ¢ + p’:

/2 pw/2 cos g+a’ d
/ /‘ / usencpd 40
cos @
/2
-/ / —Sen<p<
0 0

w/2 m/2 o /2
/ —sencp\/cos<p+a3dcpd9—/ / —sencp,/cos edpdh
o Jo

cos g+a’

)d(pde

u=cos ¢

Il

—4 /2
/ [—(cos ¢+ a3)3/2| +— (cos @)3/2‘ ] do
0 9 =0 =0

= %‘1[(1 +a’P? - P — 1].
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12. Como x%+y?+z? aparece en el integrando, trataremos de usar coordenadas esféricas.
La regién D se puede describir como

1<r y 0£6<2r y 0<¢p<m

En coordenadas esféricas el integrando es 1/p* y recuerda que el jacobiano es
p? sen ¢. Por lo tanto, tenemos

27 pm poo
/ / / PER? dp de do.
0o Jo /i p

Como todos los limites de integracién son constantes, podemos integrar cada va-
riable por separado y multiplicar los resultados:

27 pm OO 2n ar o0
d
/// Senztpdpdcpd6= / dae (/ sencpdcp) (/ —g)
0o Jo J1 P 0 0 1 P

b
=27 (- coscp|;) bl_i.rglo (—% |1) =2m(2)(1) = 4.

6.R Ejercicios de repaso del capitulo 6

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Evaluar como integral iterada

1 px py 1 px XZZ y
///(y+xz)dzdydx=// Kyz+—) ]dydx
0Jo Jo 0Jo 2 ) l=0
1 px 2 1 3
2 XY X\Y
= y+—>dydx=/[1+— —
IVAGS 10+3)3
_/1 x3+x4 e X4+£ ‘l_l
“Jo \3 6 “\12 30/l0 60

5. El plano x +y = 1 se puede expresar en la forma x = 1 —y. En consecuencia, W se
puede describir como

* ] dx
y=0

0<y<l 0<x<l-y y 0<Lz<m
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Por lo tanto, la integral deseada es

w pl pl=y T pl x3 1—y
/// xzcoszdxdydz=//(cosz)(— )dydz
0 JoJo 0 Jo 3 lx=0
1 m pl
== / / (cos2)(1 — y)Y’dydz
3Jo Jo

AR
= 3/0 [(cosz) = |y=0] dz

™

=0.
0

—L cosd—isen
T2 ), BTNt

Un método alternativo es integrar z primero:

1 pl—y pw 1 pl—y T 1 pl—y
// /xzcoszdzdxdy=// (xzsenz )dxdyz// Odxdy =0.
oJo Jo 0Jo z=0 0Jo

9. El volumen deseado se muestra en la figura.
z ? Las superficies se intersecan en z = x2 +y% =
2-7220z2+z—-2=007z = 1. Descar-
tamos z = —2 como solucién porque que-
remos z > 0. De nuestro dibujo, podemos
y describir la regién en coordenadas cilindricas
de la manera siguiente. Observa que la re-
X gidn entera estd sobre el disco unitario. Ade-
mds, la regién estd entre z = x> +)y2 = r2 y
z=1/2 —x2 —y? = /2 — r2, de manera que

la regién se puede describir como

0<r<1 0<0<2m y rP<z<Vv2-r

Como el jacobiano para coordenadas cilindricas es r, tenemos

1 pA/2—r2 p2m 1 =ry\/2
/dv:// / rd9dzdr=2‘rr/ (rz )dr
w 0Jr 0 0
1

=2’"/ (r\/i_—_r_z—r3>dr=2fn- [—(2——r2)3/2_£] |1

0 3 4
™ 7
-3 (+2-3)
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12. Giraremos uno de los cilindros, ya que esto es
mds conveniente cuando usamos coordenadas
cilindricas. En lugar de que el centro del cilin-
dro sea el eje x, serd el eje z. Podemos descri-
bir el cilindro horizontal en coordenadas cilin-

dricascomox?+z2 =40z = +v/4 — r2cos 6.

El jacobiano es r. El volumen es
2m 4—r2 t:os2 (]
/ // rdzdrdb
4—rlcos? B
2w 4—r? cos? 9)1/2
= / / (rz ) drdb
z 0 0

z=—(4—r2 cos? §)1/2
2w p2
=2/ rv/4 — r2cos? 0dr db.
0 0

2 cos? B, entonces r dr = —du/2 y obtenemos

4—4cos? 9
) 4
u=0

Seau=4—r

21 pd—dcos’ @ 21 3/2
2 / / Y pudo =2 / (“—
0 4 -2 0 -3

_2 211
== [(4 — 4 cos? 8)>/2 — 6]d6
3 Jo
-2
= — (8 sen’  — 8)do
3 Jo
-16
= = [sen 0(1 — cos? 0) — 1]d6
0

2"_ 321
o 3

-1 3
T6 [—0059+ CO; b —9]

15. Cuando hacemos el corte mediante el plano

x+y+z = a, el volumen del sélido (la parte som-
breada) que estd por debajo de dicho plano es

a—x—y a ra—x
// / dzdydx—//(a—x—y)dydx
0 Jo
2\ ja—
_ _ _Z- a—x
- (=) ]

y=0
(@ — x)*
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Sustituimos u# = a — x y obtenemos

-1 /° 2 -1/
- du="~-(Z
2 /YT (3

0 a’
)-%

Asf, el volumen del s6lido completo, cuando a = 1, es 1/6. Si debemos cortar el
sé6lido en n partes iguales, entonces el volumen que estd debajo de x+y +z = a debe
ser k/6n, donde k es un entero tal que 1 < k < n — 1. Por lo tanto, a*/6 = k/6n
implica que los cortes se deben hacer en los planos x + y + z = (k/n)!/3

16. (a) Si dividimos entre x?, el integrando se convierte en (1/x)/[1 + (z/x)?]. Sea
u = z/x, entonces x du = dz y la integral se transforma en

Ly p1/V3 1 Ly 1/v3
/// ( 2)dudxdy=// (tan_lu )dxdy
0 Jo Jo 1+u 0 Jo u=0
1 py 1
ey 13 y
=T dxdy =" )d
6/0/0 ray 6/0 (xno Y
1 21
™ LY ™
=T dy=1X _‘ =T
6/0yy 6(2 0) 12

18. (d) 2 * Recordemos que el jacobiano para coor-

dendas esféricas es p’sen@ y sen2¢ =

2 sen ¢ cos ¢. Factorizamos el jacobiano

del integrando y nos queda 2pcos e,

el cual en coordenadas rectangulares se

convierte en 2z. De nuestro dibujo ve-

mos que la region de integracién esta so-

Ty bre el disco de radio 1/2, con centro en
el origen, de donde tenemos

—1/\/§§x§ 1/\/5 y —1/1/2—-x2<y<4/1/2 ~x2

Abhora, z se varia desde el cono hasta la esfera de radio 1. La ecuacién del cono
es z = x> +y? y el hemisferio superior tiene ecuacién z = 1/1 — x2 — y2, por lo

tanto
P+yP <z<V/1—x2—y2

Entonces la integral se transforma en

1/v2 \/1/2 —x2 \/l—xz—yz
/ / / 2zdzdydx.
1/V2 1/2—,(2 x24y?
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21. (a) Esta integral impropia se puede evaluar de la manera siguiente:

00 py o} 2
3 P
/ /xexp(——y )dxdy=/ (—
0 0 0 2 X=
R I 3o [exp(=y) P\ _ 1
_2/0 y" exp(~y )dy—blrgo( -6 }0 "6

24. (a) Como estamos integrando sobre una regién esférica, usaremos coordenadas
esféricas y el jacobiano p? sen ¢.

///(x2+y2+z2)xyzdv
D

2w
=/ // pz(pcosesencp)(psenGsencp)(pcoscp)pzsencpdpdcpde
o Jo Jo

27 pm PR
=/ / / p’ cos § sen  cos @ sen® ¢ dp do db.
o Jo Jo

ya que todos los limites de integracién son constantes, podemos integrar cada
variable por separado y multiplicar los resultados. Entonces, la integral es

R 2m ™
(/ p7dp) (/ cosOsenOdO) (/ coscpsen3cpdcp>
0 0 0
B PE‘R sen? § |27 T 0o
"\ 81l 2 o 4 lo) 7

27. Seau=x+y,v=y—xox=(u—v)/2,y=(u+v)/2. Ellector debe verificar que
el jacobiano ,y)| es 1/2. Delas figuras, 0 <u<ly—u<v<u.

3
0) exp(y’) dy

(1, 1)

Entonces

1
1 1 ! 1 1
=z(e‘2)/o “”’“Z(e‘z)

u)du
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30. La masa total es la integral de la densidad. Como estamos integrando sobre una
esfera, usaremos coordenadas esféricas. La esfera de radio R se describe como

0<p<R 0<¢<wm y 0<6<2m

La distancia d desde el origen es igual a p y el Jacobiano es p? sen ¢. Por lo tanto,

la masa total es 5
/// pse““’dd de.

Como todos los limites de integracién son constantes, podemos integrar por sepa-
rado cada variable y luego multiplicar los resultados. Obtenemos

(/Ozﬂde)) (/Oﬂsencpd(p> (/:122 dp) =em |- coscp| ] [ In(l +p )’ ]

= ?ln(l +RY.

33. (a) Sea T(x,y, z) la temperatura en (x,y, z). Entonces la temperatura promedio
es [.TdV/ [-.dV. Por definicién, d = \/x2 +y? + 72, de manera que d* =
2+ ¥y + 22y T(x,y,2) = 32(x* + y* + z%). El numerador es

1l gl
32/ / / (2 +y? +2%)dxdydz
~1J=1J -1

El denominador es justo el volumen del cubo C, que es 8, por lo tanto, la
temperatura promedio en C es 256/8 = 32.
(b) Latemperatura promedio se alcanza siempre que 32d?> = 32 o d = 1. Entonces

la temperatura promedio se alcanza en todos los puntos de la esfera de radio 1,
con centro en el origen.
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34. La desigualdad y* + z% < 1/4 describe el interior de un cilindro circular de radio
1/2, con centro en el eje x. La desigualdad (x — 1) +y? + z2 < 1 representa a una
bola de radio 1 con centro en (1, 0, 0). También queremos x > 1, en consecuencia,
obtenemos la regién que aparece en la figura. Es facil ver, por simetria, que y = 7 =
0. Con objeto de facilitar los célculos, desplazaremos la regién de manera que su
eje de simetria esté sobre el eje z* y colocaremos el centro de la bola menciondada
anteriormente en el origen. De esta manera, el centro de masa de la nueva regién
D™ serd la integral de z* sobre D* dividida entre el volumen de D*. La regién D*
se describe en términos de coordenadas cilindricas como

0<r<1/2, 0<0<2w y 0<z"<V1-r%&

z oAl 3
1
y
X -1/2 12 >

El jacobiano es r, de manera que la integral z* sobre D* es

27 pl/2 l— 2w 172 2
/ / / rz*dz"drdo = / / (r(z ) )drde
0 0 0 z*=0
2w pl1/2
/ / ( )drdB
W2 AN 12
-3 [(5-5) ]

7 L 1w

), T
El volumen de D* es

2m 1172 py/1-12 21 p1/2 Vi
/ / / rdz*drd@ = / / drdo
o Jo Jo 27=0

1/2
/ rv'1 —r2drd®
o Jo
2T 1 — 232172
[
0 3 r=0

1 V3\ [ 1 V3
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La regién D* se desplazé hacia abajo 2 unidades, de manera que para la region
original, X es

1 /64 1 7

2 1 Vv3) 2 1 3\
e 128 [ = - X2
“(3 3) 8133

Observa que x2 + y? aparece en el integrando, de manera que trataremos de usar
coordenadas polares con jacobiano r. Interpretemos a R% como un disco de radio
infinito, por lo tanto, R? se puede describir como

0<r y 0<6<2m

Entonces,

e r
/sz(x,y)dA=/0 [) md?‘de

27
2n
=/ [— lim (1 +r%)~!/2
0 b—o0

b 27
] de = / do = 2.
r=0 0






CAPITULO 7
INTEGRALES SOBRE
TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES

7.1 Laintegral de trayectoria

OBJETIVOS

1. Poder calcular una integral de trayectoria.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. La integral de trayectoria se define por medio de fo fds, donde ds =
[l&’(®)]| dt y o(r) es una trayectoria.

2. Definicion. La integral de trayectoria es una integracién de una funcién de valores
reales que se efectiia sobre una curva. Sélo es necesario que el integrando f esté
definido sobre @ y que f sea continua a trozos en . Ademds, es necesario que o

sea continuamente diferenciable a trozos. La integracién de funciones de valores
vectoriaes se estudiard en la seccién siguiente.

3. Como calcular. Si o esta definida paraa < ¢t < by f estd definida en o, entonces
la integral de trayectoria es

b
[ rtea)ieoyar

4. Relacion con la longitud de arco. Sif = 1, entonces la integral de trayectoria es la
férmula de la longitud de arco de la seccién 3.2.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (b) Laintegral de trayectoria est4 definida por

b
[ ey
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En este caso, f(0()) = cost, 0’(t) = (cost, —sent, 1) y ||a’(1)]| = [cos® ¢ +
sen?t + 1]'/2 = /2. Por lo tanto, la integral de trayectoria es

2m

2
/ cost-V2dt = \/Esento =0.
0

3. (b) Seax =t,y=3tyz=2t Enestecaso, f =xy= (32 yds=|o'@®|=
[12 + 32 +22]/2 = \/14. Entonces la integral de trayectoria es

3 3
/ fds= / GnENV14 = 6v14 / 2dt = 2\/ﬁt3’j= 52V14.
L 1 0

4. (a) Recuerda que en coordenadas polares,
x=r(B)cos® y y=r(0)senb.
Aqui consideramos r como una funcién de 8, y por tanto

dx = (r'(8) cos 6 — r(6) sen 6)d0

dy = (r'(8) sen  — r(8) cos 6)do.
También sabemos que
ds = \/dx? + dy*d®
= (['(6) cos & — 7(®) sen 0]2[+'(8) sen 6 + r(8) cos 6]) /*d0
= [(r'(8))*(cos® 8 + sen®) + (r(8))*(cos” @ + sen” 0)] 12 10

=4/r? + (dr/d0)*de.

Por tanto, la integral de trayectoria de f(x, y) = f(r cos 8, r sen 8) es

8 [ 2
/f(x,y)ds: f(rcos®, rsen®)4/r2 + (ﬂ) de.
i g 8 d9

7. (a) Der=—1at =0, latrayectoria es una linea recta que va de (1, 1, 1) a (0, 0, 0);
det = 0at =1, la trayectoria es una linea recta que vade (0,0,0) a (1, 1, 1),
de modo que, en realidad, el mismo trayecto se recorre dos veces. Por lo tanto,
la integral de trayectoria es

b 1
/ F(x, yO) (¢ ©)*+(' () dr =2 / (1% — /(@) + (4r3)2dt
a 0

1 1
=2 / 4¢*V218dt = 8V/2 / dt = V2.
0 0
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(b)

10. (a)

Podemos interpretar la respuesta como el drea que necesitamos cubrir si quere-
mos pintar los dos lados de una cerca que se levanta sobre la trayectoria x = A,
y = t*, con altura f (x(2), y(1)).

La funcién longitud de arco es la integral de trayectoria cuando f = 1, por
consiguiente, ésta es:

b
/ fem)|lo’ ()| dr,

donde a es el punto de partida. Para evaluar s(r) es necesario dividir el intervalo
en [-1,0] y [0,1]. Para —1 <t < 0, |lo’(D| = [(47°)? + (47%)7] 12
4/2|7]> = —4+/277, ya que también tenemos —1 < 7 < 0. Entonces

t
s(t) = — / 42 dr = =2 — 1),
-1

Por tanto, t* = s/\/f +1y 413dr = —ds/\/i. Cuando t = —1, s = 0, y cuando

r=0,5=v2 Para 0 < 1 < 1, [[o'()] = [@r)2 + @rR]"? = 4v/20%,
También necesitamos sumar la longitud de —1 a 0, entonces, para 0 < < 1,
tenemos

S0 =VZ+ / a2 dr = VI + 1),
0

En consecuencia, t* = 5/v/2 — 1 y 483dt = ds/+/2. Cuando t =0, s = V2, y
cuando ¢t = 1, s = 0. Sijuntamos los dos resultados, la integral de trayectoria es

[ Gy )=

V2

0

Cuando la densidad es una constante k, tenemos
masa = k x longitud del alambre.

La longitud del alambre es

b
/ 1o/ (®)1] do,

por lo tanto la masa es

2 2w
2 \/02 + (acos 0)2 + (—asen 0)2d0 = 2/ ad® =2am.
0 0
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(b) Recuerda que una coordenada del centro de masa, X;, es
E miXx;
omi

En este caso tenemos un alambre delgado en el plano yz. Por simetria, x = Z = 0.
En este caso, y = a sen 8, de modo que el centro de masa paray, con k =2, es

Jkyds _ Jo asen®-2ad8 =£/ﬂsen9d9=2—a.
[ kds 2am 7 Jo T

Entonces el centro de masa es (0, 2a/m, 0). Observa que el centro de masa no
esta en el alambre.

13. El truco de este ejercicio es usar el sistema de coordenadas correcto. La intersec-
cidn de la esfera y el plano es un circulo unitario, pero con una orientacién poco
comiin. El vector unitario normal al plano x +y +z = O es (i + j + k)/v/3, en-
tonces necesitamos encontrar dos vectores ortogonales en el plano x + y + z =
0. Por ejemplo, (1,0, —~1) y (1, =2, 1) son un par. Si normalizamos, obtene-
mos u = (1,0, —l)/\/f yv =(l,-=2 l)/\/g. El circulo se parametriza como
o(8) = (x,y,2) =cosBu+sen 0v,0 < 0 < 2. Sitomamos la primera componente
de o, obtenemos, x = (cos 9)/\/§ + (sen B)/\/@. Entonces la masa es

2m 2
1 1
2 /
xds=/ (—cose+—sen9) o'(0)|| do
/c 0 V2 V6 | |
2m

1 1 )2
= —cos0+—=senO | -1d0
/0 <\/§ V6

2w 2
1 2senf 1
=/ (—00529+M+—sen26) de.
o \2 V12 6

Debes verificar que ||6’(#)|| = 1. Ahora usamos las férmulas de la mitad de un
dngulo y obtenemos

1 B+sen9 +sen29+1 0 senb
21\2 2 V12 6\2 2

7.2 Integrales de linea

2w
=2w/3.
0

OBJETIVOS

1. Poder calcular una integral de linea.
2. Explicar la diferencia entre la integral de linea y la integral de trayectoria.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Definicion. La integral de linea estd definida para campos vectoriales, mientras que
la integral de trayectoria est4 definida para campos escalares. Es necesario que o
sea clase C! y F sea continua en o (o al menos continua por trozos para o y F).

2. Interpretacion Fisica. La integral de linea estd asociada con el trabajo que realiza
un campo F a lo largo de una trayectoria.

3. Cdémo calcular. Si F estd definido en o y o estd definido para a < t < b, entonces
la integral de linea es

b
/ F(o®) - o'(tdt.

Observa que el integrando es un producto punto, por lo cual la integral es un escalar.
La férmula en términos de T(¢), la tangente unitaria, puede resultar mdas dificil de
usar ya que es necesario calcular T(¢) ademds de ||a”/(z)|).

4. Interpretacion del signo. Trabajo positivo significa que el campo de fuerza ha
realizado una cantidad neta de trabajo sobre el objeto; tal es el caso cuando el
objeto se mueve en la direccién de la fuerza. Si el trabajo es negativo, entonces esa
cantidad de trabajo la realiza el objeto sobre el campo de fuerza.

5. Reparametrizaciony orientacion. Sireparametrizamos o y no cambiamos la orien-
tacion, el valor de la integral de linea no cambia. Siinvertimos la orientacién, sélo el
signo del valor de la integral de linea cambia. Puedes sustituir los puntos extremos
para estar seguro de que la direccion es la correcta. La orientacién no es importante
en el caso de la integral de trayectoria de la seccién anterior. El teorema sobre
reparametrizaciones nos permite dividir una curva e integrar sobre cada segmento
por separado, dando a cada uno una parametrizacién conveniente (véase el ejemplo
11). Asegirate de que la curva se recorre el nimero correcto de veces.

6. Gradientes. La integral de linea de un campo gradiente depende sélo de los puntos
extremos. Veremos c6mo usar este hecho en la seccién 8.3. A partir de esto se
deduce que la integral de linea sobre una trayectoria cerrada es 0.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (a) La integral de linea de F sobre o es

1
/ F(o()) - o'(t)dt.
0
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2. (0

4. (a)

(b)

Tenemos o(t) = (1, 1, 1), entonces o’(t) = (1,1,1) y F(o(t))= (¢, 1, 1). Porlo
tanto, la integral que se pide es

1 1 .
/(ti+tj+tk)-(i+j+k)dt=/(t+t+t)dt=§t2| =3
0 0 2 0o 2

Necesitamos dividir la integral en dos partes. Para el segmento de recta que une
los puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0), la manera mas sencilla es encontrar una ecuacién
1(z) = u(?) + tv(r) tal que 1(0) = (1,0,0) y 1(1) = (0, L, 0). Siu(?) =(1,0,0) y
v(t) =(0,1,0) — (1,0,0) = (-1, 1,0), tenemos l;(¢z) = (1,0,0) +#(—1,1,0) o
xy2=0—tt0)para0 <t < 1,entonces dx = —dt,dy =dt ydz = 0.
Sustituimos estos valores y obtenemos

1
(yzdx+xzdy+xydz)=/ [t-0-(—=dt)+(1—1)-0-dt+(1—1)-¢-0]=0.
Jny 0

Para el segmento de recta que une a (0, 1, 0) con (0, 0, 1) usamos el mismo
método. Encontramos b(#) =(0,1,0) +¢(0, —1, 1) o (x,¥,2) = (0, 1 — ¢, ¢) para
0 <t < 1, entonces dx =0, dy = —dt y dz = dt. Sustituimos estos valores y
obtenemos

1
/(vzdx+xzdy+xydz)=/ [(M1=2t)-t-0+0-t-(—dt)+0-(—t)-dt] =0.
I 0

Sumamos estas dos integrales de linea y obtenemos 0+ 0 = 0.

Por definicién, tenemos

/F-ds=/F(o(t)) o' (t) dt.

Hemos obtenido que F y ¢’ son perpendiculares, por consiguiente, F - o = 0.
Por lo tanto, la integral de linea es O.
De nuevo, usamos la definicién de integral de linea. Ademds usamos la defini-
cién de producto punto y obtenemos

[ Fas= [#(ow) o= [ 1Fo@)Io'®]cos0dr = [ [Flas.

Este resultado se justifica porque el coseno del d4ngulo entre vectores paralelos
es 0 y por definicion, ds = ||’ ()| dt.

7. Tenemos que o(f) = (x,y,2) = (4,¢",0),0 <t < 1l,donden =1, 2,3, ....
Derivamos cada componente y obtenemos o’ (¢) = (1, nt"~1, 0),0 < t < 1, entonces
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dx =dt, dy = nt"} y dz = 0. Por lo tanto
1
/[ydx +(3y —x)dy+zdz] = / (t"dt + 3" — Hnt"~'dr + 0)
o 0
1
= / (" + 3™ — ne™yde
0

A 1=n .y 34, “_l—n 3
—(l+nt )T

11. Dado que o(¢) es una trayectoria y T es una tangente unitaria, tenemos

_ o
O]

por definicién. Como v - v = ||v||?, tenemos las integrales de linea

o'(t "(0lI2
/ T-ds= / ,( ) co'()dt = M—d! = / o’ ()| dr.
o' @l o lo’@] o
La dltima integral es la longitud de arco de o (¢).
14. Si un campo vectorial es un gradiente, entonces la integral sélo debe depender de

los puntos extremos. Para una curva cerrada, el punto de partida es el mismo que
el punto final, por lo tanto, del teorema 3 se deduce que la integral es 0.

7.3 Superficies parametrizadas

OBJETIVOS
1. Poder parametrizar una superficie dada.
2. Poder determinar si una superficie es suave y/o diferenciable.

3. Poder calcular un plano tangente para superficies parametrizadas.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Superficies parametrizadas. Recuerda que las curvas en el plano se pueden para-
metrizar mediante dos funciones de una variable, o sea, x = f(t) y y = g(¢). Ahora
extendemos esta idea a superficies. Hacemos esto definiendo x, y y z como fun-
ciones de dos variables, es decir, ahora tenemos tres funciones de dos variables,
x=f(uv),y=guv)yz=huv).
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Superficies diferenciables. Una superficie de este tipo estd parametrizada por
(f(u, v), g(u, v), h(u, v)) donde f, g y h son funciones diferenciables.

Repaso. Recuerda que un vector n que es normal a un plano da los coeficientes de
la ecuacién del plano. Consulta la seccién 1.3.

. Vectores tangentes. De la misma manera que con derivadas parciales, podemos

mantener u4 constante y obtener T, = (f,, g, hy). De igual forma, mantenemos v
constante y obtenemos T, = (f,, g., ).

Plano tangente. Si mantenemos constante cualquier pardmetro, u o v, obtenemos
una curva en la superficie, y si tal curva es “suave”, tendrd una recta tangente.
De manera similar, podemos obtener una recta tangente si mantenemos el otro
pardmetro constante. Estas dos rectas tangentes determinan un plano tangente, y el
vector normal al planoes T, x T,.

Suavidad. Decimos que una superficie es suave si T, x T, # 0. Cuando el
producto punto no es 0, existe un plano tangente y en cosecuencia la superficie
no tiene regiones puntiagudas (como el cono). La diferenciabilidad no implica
suavidad (véase el ejemplo 1), pero la suavidad requiere la diferenciabilidad, pues
de otra forma, T, y T, no estarian definidos.

. Parametrizaciones importantes. Debes conocer las parametrizaciones siguientes:

(a) Circulo de radior: x =rcos8,y=rsen6,0 < 02m.

(b) Lahipérbola x? —y? = 1: x = rcosht,y = rsenht.

(c) Laesferade radiop: x =pcosfsene,y=psenfiseng,z=pcose,0 <0<
2m, 0 < ¢ < . Son las mismas férmulas de la definicién de coordenadas
esféricas.

(d) Una superficie z = g(x, y): x=u,y =v,z=g(u, v).

. La normal a una grdfica. Si z = f(x, y), la normal a la gréfica es

Y 1)
ax' oy’

Es util saber esto para las siguientes secciones. Observa que si hacemos g =
z — f(x, y), entonces el vector ortogonal (sin normalizar) a la superficie esn = Vg.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

3.

El vector normal al plano tangente que queremos es T, x T,. Calculamos T,
(0x/0u, dy/du, az/du) = (2u,sene”, (1/3)cose’). De manera similar, T,
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(0, e’ucose’, —(1/3)e’u sen ¢”). Calculamos
i i K
T, xT,=|2u sen e’ (1/3)cose”
0 ue’cose’ (—u/3)e"sene’
= ((—u/3)e” sen® &’ — (u/3)e’ cos® € )i + ((2u*/3)e” sen €*)
+ (2u*e’ cos ')k = (—u/3)e’(—i + 2usen e'j + 6u cos e’k).

Para encontrar el plano tangente sdlo necesitamos evaluar —i+2u sen e'j+6u cos e’k
en el punto dado (ug, vp). Sin embargo, s6lo tenemos (xo, Yo, Zo), de manera que
debemos tener cuidado. Sabemos que usene” = —2 'y (u/3)cose” = 1 en el punto
dado, por lo tanto 2usene* = —4 y 6u cos e' = 18. Entonces el plano tangente es

—(x—13)—4(y+2)+18(z—1)=0, o 18z—4y—x=13.

4. (1) Una superficie es suave si T, x T, # 0. Calculamos T, = 2i + 2uj +Ok y
T, = 0i + j + 2vk, entonces

i j Kk
T, xT,=|2 2u 0|=4uwi—4vj+2k,
0 1 2

el cual nunca es 0. Por lo tanto, la superficie es suave.
(2) Una vez mas calculamos T, = 2ui + j + 2uk y T, = —2vi + j + 4k, entonces

i j k
T, xT,=|2u 1 2u|=@4—-2wi— Bu+4uv)j+Qu+2v)k.
—-2v 1 4
Siu = —v =2,entonces T, x T, = 0. Asi, la superficie no es suave en (0, 0 —4).

7. De las parciales de x, y y z con respecto a u, calculamos T,, = j y, de manera similar,
T, = (cos v)i — (senv)k. Entonces

i J k
T, xT,=| 0 1 0 = —(senv)i — (cos v)k.
cosv 0 —senv

Por suerte, la magnitud de este vector ya es 1, por tanto, una normal unitariaes n =
—(sen v)i—(cos v)k. (Observa que otro vector normal unitario es (sen v)i+(cos v)k,
dependiendo de qué producto tomes (T, x T, o T, x T,).)

9. (a) La superficie se describe en forma paramétrica como x = h(y,z),y =y, 7 = Z.
En este caso, T, = (hy, 1,0) y T, = (h;, 1, 0), entonces

i j ok
TyxT,=|h, 1 0|=(1,—hy, —h,).
h, 0 1
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10. (b)

11. (a)

(®)

(©)

15. (a)

(b)

(d

T, x T, es normal al plano tangente, por tanto el plano tangente es (x — xo) —
hy(y — yo) — h(z — 20) = 0, donde h,, y k, se evaldan en (xo, yo, 20)-

La superficie estd parametrizada por (x, y, x4 8xy), entonces T, = (1,0, 6x)
y T, =(0,1,8x). Enel punto (1,0,3), T, =(1,0,6) y T, = (0, 1, 8). El vector
normal estd dado por

i j ok
T,xTy=|1 0 6|==2j
108

Por consiguiente, la ecuaciénes —2y =00y =0.

Cuando 8 = 0, ®(r, 0) es el segmento de recta que une a (0, 0, 0) con (1, 0, 0).
Como 6 aumenta su valor, el segmento de recta gira alrededor del eje z y se
mueve hacia la altura z = 8. Entonces obtenemos el dibujo de un helicoide.
El dibujo de la figura 6.4.2 muestra un helicoide para 8 que varia de 0 a 2. El
helicoide para 0 < 6 < 41 es similar excepto que la gréfica se extiende desde
z = 4w y hace una revolucién adicional alrededor del eje z.

Si derivamos las componentes de (1, 8) obtenemos T, = (cos 6, sen 6, 0) y
Ty = (—rsen®, rcos 9, 1). Un vector normal a ® es

i J k
T, xTeg=| cos® sen® O =(senB, —cosH,r).
—rsen® rcos® 1

Porlo tanto el vector normal es (T, X Tg)/||T, X Tp|| = (sen 8, — cos 8, r)/ vV 1+r2.
Multiplicamos el T, x Ty calculado en la parte (b) y obtenemos otro vector
normal: (rsen®, —r cos 0, r%) = O, —x, x2+y2). Entonces la ecuacién del plano
tangente en (xo, Yo, 20) €S Yo(x — Xo) — Xo(y — yo) + (x3 + ¥5)(z — z0) = 0.

Es evidente que la imagen de ®; es el plano xy (o el plano uv, si prefieres).
Como u? y v3 pueden tomar cualquier valor real, y la tercer coordenada es 0, la
imagen de &, también es el plano xy.

Una superficie no es suave si | T, x T,|| = 0. Para ®,, tenemos T, =iy T, =,
entonces ||T, x T,|| = ||k|| = 1. Por lo tanto, ®, describe una superficie suave.
Para ®,, tenemos T, = 3u%iy T, = 3v?j. Siu =0yv = 0,entonces T, x T, = 0.
Por lo tanto, ®; no es suave. (Este problema ilustra que la “suavidad” depende
de la parametrizacién, no necesariamente de la imagen.)

La respuesta es no. Una parametrizacion “suave” no puede “dar la vuelta” en
las “esquinas” de una gréfica. (De lo contrario no seria una parametrizacion
“valida” de un mapeo porque su grafica podria representar esto de otro mapeo.)
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7.4 Areade una superficie

OBJETIVOS

1. Poder encontrar el area de una superficie dada.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Argumentos con sumas de Riemann. Si entiendes los argumentos con sumas de
Riemann, debes poder deducir la férmula para el drea de una superficie.

2. Formulas. Debes conocer al menos una férmula para el area de una superficie.
Unaes

A(S) =/ IT, x Ty|| dudv.
D

La ecuacién (3) es una consecuencia inmediata de esta férmula y la (4) es un caso
especial de la (3). Si eliges recordar la ecuacién (3), observa que el integrando
contiene la matriz jacobiana de cada posible par que se pueda formar de (x, y, z), es
decir, (x,y), 0, 2) ¥ (x, 2).

3. Uno a uno. La parametrizacion elegida debe ser uno a uno, pues de otra manera la
superficie se puede cubrir mas de una vez, tal como ocurre en el caso de las curvas.

Consulta el ejercicio 2.

4. drea de superficie de una grdfica. Siz = f(x, y), usamos la parametrizacién x = u,
y =vy z=f(u v). Entonces la férmula para el drea de superficie es

A(S) = /D 2+ 2+ 1dA.

Es importante conocer esta férmula o si no, se debe deducir de [, ||T, x T, || dudv.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Usamos la férmula (3) para calcular los siguientes determinantes:

ax,y) |9x/00 ox/dp| | —senBseng cosBcose o senocos
a0, ¢) |9y/00 ady/o@| | cos@sen¢ senBcoseq| PCOS P
d(y,z7) _|—cosfsene senBcosep| 2
30 ¢) 0 —sen o = —sen”“ ¢@cos b,
y
ax, -
(x,2) _|—sen Osen¢ cosBcose — sen? @ sen .
a(8, ¢) 0 —sen¢
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Elevamos al cuadrado los determinantes anteriores, los sumamos, aplicamos raiz
cuadrada y obtenemos

ITo x T,|| = v/sen? @ cos? ¢ + sen? @(cos? O + sen? B)

= \/sen2 @(cos? @ + sen? @) = | sen |-
Si hacemos que ¢ varie de —/2 hasta /2, entonces obtenemos

2m pm/2 0 /2
/ / | sen @lddbdb =27 / (- sencp)d<p+/ sen @ de
0 —m/2 —m/2 0

0 w/2
] =4m.

=27 [cos )

+(—cos @)
2

-7/ 0

La respuesta es 4w porque cambiamos la manera de medir ¢ variando esta ¢ de
—1r/2 hasta /2. Esta parametrizacién cubre el hemisferio superior dos veces, por
lo tanto, el drea de la superficie es igual al de una esfera completa. Si hacemos
variar ¢ de 0 a 217, debemos obtener 87, porque la esfera se parametriza dos veces:

2m 2m 0 2m
/ / |sen @|dedd =2 / senpde + (—sen@)de
0 T ™ m

0 2w
=27 [(— cos cp)' +cos @’ } =2w(2+2) =8m.
m m

Si hubiéramos integrado simplemente sen ¢, habriamos calculado el 4drea de una
superficie de O en ambos casos, pero esto no es posible. El drea de una superficie
debe ser positiva.

El drea de (D) es fD |IT, x T,||dudv. Dada ®(u, v) = (u — v, u + v, uv), tenemos

a(x, y) (1 -1 0z _|1 1 3(x,z)

vy (1 -1 dvu)  |v u Vo )

Elevamos al cuadrado los determinantes anteriores, los sumamos, aplicamos raiz
cuadrada y obtenemos el integrando

1Ty X Toll = V22 + (= v)2 + (u+v)2 = VA +2u2 + 202 = V2Vi2 +v2 + 2.

Como estamos integrando sobre el disco unitario, usamos coordenadas polares. Sea
u=rcos@yv=rsend,0<r <1,0 <0 <2w. Entonces

1 2m 1
/\/5\/u2+v2+2dA=/ \/Ex/r2+2rdedr=2\/§w/ Vr2+2rdr
D 0 0 0

1 -1
vV ou

=u+v.

’

2\/35‘"(33/2 — 2372

1 1
=2V2w - g(r2 +2)/? o=

= 2(6\/5 —8).
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8.

10.

13.

Elegimosla parametrizaciénx = V12 + 1,y =t,z=2,0<z<1,-1<¢ < 1. Para
obtener el integrando de la férmula del drea de una superficie, primero calculamos

‘a(x,y) _ 30 2| _ \6(,\', l__ 1
at, 2) a(t, 2) 02| Virsl

entonces,

2 212 +1
ITe x T,|| =1/02+ 12 + o 1aftdz= \/ a1 drdz.

Por lo tanto, el drea de la superficie es

1,1 1
212 +1 21241
// y/z——d!dz=/ ———dt
oJ-1V 41 ¥V oee+1
Esta integral no se puede calcular de forma analitica. Una parametrizacién alterna-

tiva se obtiene si usamos las funciones hiperbdlicas senh ¢ y cosh ¢; la integral sélo
se vuelve mids dificil.

Seax =ucosv,y = f(u),z=usenv,a < u < b,0 < v < 2w Ellector debe
verificar que

a(x, )
(u, v)

W, 2)
o(u, v)

a(x, )
o(u, v)

= —vf'(u)senv, = uf’(u) cos v,

Entonces, el area de la superficie es

A(S):/\/u2+u2(f’(u))2dudv.
D

Como el integrando no depende de v, la integral respecto a v se puede efectuar y
obtenemos la férmula deseada

b
A(S) =27 / lu]y/ 1+ (F/(w)) du.

Estamos interesados en el area de la superficie z(x, y) = f(x,) = 1 —x — y, en el
interior de x% + 2y? < 1. Primero calculamos

1+ +2dxdy = V3dx dy.

Para calcular el drea de la superficie necesitamos parametrizar el disco z = 0,
,\'2+2y2 < 1 usando coordenadas polares: x = rcos 9,y = (r/\/i) senf,0< r<1,
0 < 8 < 2, y el jacobiano es r/+/2. Nuestra integral se transforma entonces en:

27m pl
1 17\/6
—r-V3drdo = ——.
/o / V2 2
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17.

20.
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Si completamos cuadrados, la ecuacién

x* +y? = x se transforma en (x2 — x +

1/4) + y> = 1/4, que es lo mismo que

(x—1/2)? +y? = (1/2)%. Esta ecuacién re-

presenta el cilindro cuya base es el circulo

X con centro en (1/2, 0) con radio 1/2, como
se muestra en la figura. Para encontrar el
dreade la superficie de ) necesitamos con-
siderar la parte donde el cilindro se “sale”
de la esfera. Consideremos el octante po-
sitivo. El area de la superficie es

/ ,/1+t§+ty2dxdy,
D

donde D es la mitad de la base del circulo (la regién sombreada), y z = f(x,y) =
/1 — x2 — yZ es laesfera. Como integraremos sobre una regién circular, podemos
usar coordenadas polares: x*+y? = xequivalear? = rcosfor = cos §. Delafigura
vemos que D se puede describir como 0 < r < cosfy 0 < 6 < w/2. También

calculamos f; = —x/1/1 —x%2 — y? y, por simetria f, = —y//1 —x2 —y2. Por
lo tanto, /1 +f?2 +fy2 = 1/4/1 —x% —y?, que se transforma en 1/y/1 —r2 en

coordenadas polares. Recordando que el jacobiano es r y que S, consta de cuatro
superficies iguales, obtenemos
cos 8
de
r=0

A(S) =

/2
———=drdb = 4/ (—\/1 -r?

w/2 pcos
S =
/2 /2
=4/ (1—sen9)d9=4(9+c050)|0 =2m—4
0

De la geometria elemental sabemos que A(S2) = 47 — (2w —4) = 2w +4, por tanto
A(S2)/A(S) = 2T +4)/(2m — 4).

Primero calcularemos el volumen del material que se elimina para hacer el hoyo
en la esfera. Usaremos coordenadas cilindricas para describir el hoyo: 0 < r < 1,
0 <06 <2m —vV4—r? <z < +4—r% Los limites de z se obtienen partir
de las ecuaciones para los hemisferios superior e inferior: z = /4 —x2 —3)?y

= —y/4 — x2 — y? y sustituimos r? = x> + y2. Recordando que el jacobiano es r,
obtenemos

2m 1 V1-r? 2 1
Vhoyo=/ / / rdrdzd():/ / 2r,/4__r2drd9
0 0 -V l—r2 0 0

2m
>d6= z(8—3\/5)/ de = ff(s —3v/3).
r=0 3 0 3

24— 22
"/0 ( 3 -
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Como el volumen de la esfera es 327/3, el volumen del acoplador es 32mw/3 —
(37/3 — 4m/3) = 47/3.

Para el drea de la superficie basta con calcular el area de la superficie de una
“tapa” del hoyo. En coordenadas rectangulares, el area de la superficie f(x, y) =

/4 — x2 — yZ sobre D, el circulo de radio 1, es fD \/1+f2 +fyzdx dy. Calculamos

fo = =x/\/4+x2 =y y f, = —y/y/4—x2 —y2, por lo tanto, \/1+f2+f2 =

4/+/4 — x2 — y2. Si cambiamos a coordenadas polares, el drea de una tapa es

2m 1 4r 2 5 1
—drd9=/ {—4 4—_r }dﬂ
/o /0 V4 +r2 0 r=0

2m
= (8 —4V3) do = (16 — 8V/3).
0

Como el 4rea de la superficie de la esfera es 4772, 0 16m, y el 4rea de la superficie
de las dos tapas es 27(16 — 8+/3), el 4rea de la superfice exterior del acoplador es

16w(v/3 — 1).
22. (b) Calculamos f, =y +1/(y+ 1) yf, =x —x/(y + 1)*. Entonces

_ O +y+1)? (x(y+1)2—x)2
‘/l+f}+fyZdA_\/1+ G+ 1) + G+ dA

B (v+11)2 \/(Y+ D'+ 07 +2)2 42y + 12 + (x(r + 1) —x)°dA,

y el area de la superficie es

4 2
/ / —(y+11)2 \/0’+ D4+ (2 + 22 + 2y + 12 + (x(y + 12 — x) dydx.
1 1

7.5 Integrales de funciones escalares sobre superficies
OBJETIVOS
1. Poder calcular la integral de una funcién escalar dada sobre una superficie.

2. Entender por qué la integral se define de esta manera e interpretarla fisicamente.



172 CAPITULO 7 INTEGRALES SOBRE TRAYECTORIAS Y SUPERFICIES

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. En esta seccién introduciremos dS, que significa || T, x T,| dudv, la
cual se estudié en la seccién anterior.

2. Importancia. El material de esta seccion y la siguiente se usara de manera intensiva
en el capitulo 8. En esta seccién integramos funciones escalares, como lo hicimos
en la seccién 7.1, y en la siguiente seccidn integraremos funciones vectoriales.

3. Como calcular. La férmula para la integral de superficie de una funcién escalar f
es

/Sde=/DfHTu « T, | du dv.

En este caso, por lo general f se da como una funcién de (x, y, z) y se reescribe en
términos de las variables u y v al sustituir x, y y z como funciones de u y v.

4. Interpretacion fisica. (a) Si f = 1, entonces tenemos el 4rea de superficie. Es
posible que esto ayude a recordar la férmula.

(b) Sif esla densidad de masa por unidad de area de cada punto de esta superficie,
obtenemos la masa de la superficie.

S. Integracion escalar sobre una grdfica. Si z = g(x,y), entonces la férmula se

transforma en:
2 2
d a
[roonsemfis (2) (2 oo
D X ay

Deberias recordar esto o poderlo deducir de [, f||T, x T,|| dudv.

6. Integracion sobre un plano. Si S es un plano, podemos simplificar 1a férmula de
integracién de la ecuacién (5):

/de:/ A dx dy, donde cos@=nmn-k
s p cosO

y n es el vector unitario normal al plano. (Repasa la geometria del producto punto,
seccion 1.2.) “Proyectamos” S sobre el plano xy para simplificar los calculos.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

3. Como estamos integrando sobre un hemisferio, es buena idea usar coordenadas esfé-
ricas. Paralasuperficie hemisférica tenemos p = a, de maneraque x = acos 0 sen ¢,
y=asenfsenpyz=acos¢gparal < 8 <2mwy0 < ¢ < 7/2. Entonces

ITe x To|| = ||(—asen 6 sen ¢i + a cos 8 sen @j — Ok)x
(acos 0 cos @i + a sen 0 cos ¢j — a sen k)|
=a’sen¢.

Entonces

/zdS=//acosq;||T9 X T,|| de do
S D

2w pm/2
=/ / acos ¢ - asen ¢ de do
0 0
2

w/ 2
=2ma’ / sen @ cos ¢ do = 2ma’ (S—CPZ—‘p)
0

w/2
= Tra3.

0

7. Parametrizamos S usando coordenadas polares: x = rcos9,y =rsen0,0 <r <1,
0 < 6 < 27. Como la superficie se describe mediante z = x2 4+ y?, sustituimos en
xyyy obtenemos z = r. Entonces,

T, x Tg =(cos,sen 9, 2r) x (—rsen 9, rcos 9, 0)
= (=2r%cos®, —2r*sen , r),

de manera que
dS = ||T, x Te|| drdb

=Vart+r2drd0 =rvar? +1drdo.

Calculamos la integral de superficie

27 1
/zdS=/ / r2-rvar: +1drdo
s o Jo

1
= 2'rr/ rr-rvar? + 1dr.
0
Esta integral se puede efectuar usando integracién por partes (o las tablas): sea

2 dv =rvart + ldr;

du=2rdr, v= T1§(4r2 + 1)
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Entonces la integral se transforma en

27 ’—2(4r2 + 1)3/2|1—l /1 r@r? + 1y2dr
12 o 6Jo

V5 11 2 5 spt| 5VEm o owm
_2ﬂ[—— L Z@rs '0 -

8. z Primero integramos sobre la porcién del

cubo que esta en el plano z = 1, al cual
S llamaremos S;. Tenemos —1 < x < 1y
—1<y<1l,dedonde T, xT, =ixj=k
1> y ||Tx x T,|| = 1. Entonces

/s /zzdSl =// 2| T, x Ty dxdy
2 S D
1 1
=/ / 1-1-dxdy=4.
—1J-1

La integral sobre la porci6n del plano z = —1, a la cual llamaremos S,, se hace
exactamente de la misma manera, asi,

/ sz52 =4,
$2

Ahora, para S3, que esti en el plano x = 1. Tenemos que D es el cuadrado —1 <
y<1ly—-1<z<1,demaneraqueT,xT,=jxk=iy|Ty,xT,| =1. Entonces

b 2| 4
/ 7%dS; =// 2T, x T,|| dydz=/ / Pdydz =2 (—’ ) ==,
S3 D —1J-1 314 3

De manera similar,
2 2 2 4
°dSs = | z°dSs= | z°dS¢ = =,
S4 55 Ss 3

donde S4 es el plano x = —1, Ssesel planoy = 1 y Sg es el planoy = —1. Por
lo tanto, [¢ z%dS es la suma de las integrales sobre las seis superficies, la cual es
4+4+4/3+4/3+4/3+4/3=40/3.

11. (a) Laecuacién de la esfera es x> + y> + z2 = R%. Podemos sustituir x por y, y por
Z 'y z por x, o cualquier otra permutacién, y atin tener la misma ecuacién. De
manera que las tres integrales deben ser iguales. (En general, esto es lo que
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(b)

(©)

2,97

significa “por simetria”.) Geométricamente, una esfera “se ve igual” sin que
importe desde dénde la miras.
Si usamos la parte (a), tenemos

/(x2+y2+z2)dS=/x2d5+/y2ds+/zzds=3/x2dS-
S N S N N

Sustituimos x?+y?+z2 = R? y si recordamos que fs dS esel area de la superficie
S para obtener

R? 4
/xzds=l/(x2+y2+z2)ds=1/R2ds=—-4wR2=—“R“.

Debido a la simetria de la esfera, si integraramos x? +y” sobre la esfera completa,
obtendriamos el doble de 1a masa que se pide en el ejercicio 10. Por lo tanto,
el resultado deseado es

1 2 2 1 /2 2%
— YdS = = (2 dS = —R".
2/S(X+y) 2()Sx 3

14. Por el ejercicio 12, el promedio de la coordenada z es

1
— ds.
AS) /s ¢

En este caso, A(S), el area de la superficie de un hemisferio de radio R, es 2mR2.
Por el ejercicio 3, f;zdS es wR?, por lo tanto, Z = mR?/2mR? = R/2. Como la
parte de la esfera que estd de un lado del eje z es igual a la que esta del otro lado
(por simetria), x =y = 0.

17. (a)

(b)

La ecuacién de la esfera es x2 +y> + 22 =
2rz, r > 0. Si completamos cuadrados,
vemos que la ecuacién anterior equivale a
x? +y? +(z — r)? = r?, que es la esfera de
radio r con centro en (0, 0, r). La punta del
cono z? = x +y? interseca a la esfera (por
disefio) en el origen. Para encontrar la otra
interseccion, observa que x> +y?+(z—r)% =
rty 2 = x>+y? implican r? — (z —r)? = 22
X 0 z = r. Parametrizamos ¢l cono de la
manera siguiente: x = pcos 8,y = psen 6,
z=pdonde0 < p < ry0 <6 < 2m. Deberias verificar que || T, x Tg|| = V2p.
Entonces el drea del cono que esti dentro de la esfera es

2 r 2
/ / \/Epdpd9=2'n’\/§p— =mV2ri.
0 0 2 lo

Pensamos que cuando los autores dicen “el area de la porcién de la esfera que
estd dentro del cono” se refieren al drea de la porcidn de la esfera que es la parte
del “helado” en esta configuracién. En realidad, este problema es trivial; es
simplemente el drea del hemisferio de radio r, o 27r2.
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7.6 Integrales de superficie de funciones vectoriales

OBJETIVOS

1.

2.

Poder calcular la integral de superficie de una funcién vectorial.

Entender sus consecuencias y su interpretacion fisica.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

Notacion. El simbolo n(®(u, vo)) se usa para describir el vector unitario que es
normal a @ (una superficie parametrizada) en (1o, vg); observa que P (ug, vo) es el
punto base de n.

. Orientacion. Como en las integrales de linea, la orientacién es importante. El signo

de la integral cambia con la orientacion opuesta.

Parametrizaciéon. De la misma manera que con las integrales de linea, podemos
reparametrizar superficies. Si se conserva la orientacién, el valor de la integral no
cambia.

. Definicion. La integral de superficie de un campo vectorial F sobre una superficie

O es

/F-dS:/F~(TuxTV)dudv.
P D

La integral de un campo vectorial es un escalar.

Generalizaciones. Observa que las integrales de campos escalares (Secs. 7.1 y
7.5) no dependen de la orientacién. El signo cambia en la integracién de un campo
vectorial (Secs. 7.2 y 7.6) si la orientacién se ha invertido. Por iltimo, observa que
en la integral de un campo escalar aparece la longitud de un vector y en la integral
de un campo vectorial aparece un producto punto.

Reduccion a integrales de campos escalares. Si conocemos el vector unitario
ortogonal a la superficie ®, entonces la integral de superficie se reduce a | S(F-n)dsS.
Si hacemos f = F - n, obtenemos la integral de campo escalar de la seccién 7.5. Si
la orientacién cambia, n cambia de signo y también f.

La integral de superficie sobre una grdfica. Si z = f(x,y) y F = (Fy, Fa, F3),
sabemos que n = (—df /dx, —af /dy, 1), de manera que la integral de superficie se

transforma en
/ l:Fl (—i) +F2 (—g) +F3:l dxdy.
G ox ay
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10.

Interpretacion fisica. La integral de superficie sobre ® nos da la razén de flujo de
un fluido cuando atraviesa una superficie . Esto se conoce como flujo.

Normal unitaria a una esfera unitaria. Es 1til saber que en el caso de la esfera
unitarian =r = (x,y, 2).

Buen ejemplo. El ejemplo 6 nos muestra tres maneras de calcular la misma integral.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1.

Como en el ejemplo 4, el flujo del calor a través de la superficie S es fs —VT -4dS.

Parametrizamos la superficie x2 + z> = 2. Seax = /2cos9, z = v/2sen con
0 < 8 < 2m. Por lo tanto, la superficie se puede parametrizar mediante S(9, y) =
(\/i cos 6, y, V2 sen 0),0 <86 <2wy0 <y < 2. Entonces el vector normal
a S que apunta hacia afuera es To x T, = V2 cos Bi + v/2sen 6k. Dado que

T(x, y,z) = 3x2 + 322, calculamos — VT = —6(x, 0, z) = —6(/2 cos 8, 0, v/2 sen ).
Entonces

/ —VT-dS= / —VT - (Ty x T,)dydb
S

27
——6/ / 200s9 (\/iscn&))z} dyd®

27
=_12/ / dyd® = —48m.
0 0

Si usamos los otros productos cruz (y por tanto en la orientacién opuesta), la res-
puesta seria +48.

Primero calculamos

i J k
VxF=| a/ox 8/dy 98)oz |=-2zj+@3y — Dk
2+y—4 3xy 2xz+7°
Usamos coordenadas esféricas para parametrizar S: x = 4cosfsen¢g, y =

4senBsen¢,z=4cosgcon0 < ¢ < w/2y0 <6 < 2w Entonces Ty x T,
16(— sen? @ cos Bi — sen? ¢ sen Bj — sen @ cos k). Entonces

/(v x F) - dS = /(0, ~22,3y — 1) - (To x T,)d0 de
) R

= —16/[(0, —8cosg, 12senBsen — 1)
N

(sen” g cos 6, sen® @ sen 6, sen ¢ cos (p)] dode
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2n pw/2
= —16/ / (4sen05en2(pcos<p—sencpcoscp)dcpdﬁ
0 Jo

2w
4 1 /2
= —16/ [(— sen’ @ sen 6 — —sen2<p) l ]dﬂ
0 3 2 0
2
4 1
=—16/0 (5 senO—E) dao

—4 0 27
-_16 [T cosf — 5] ‘0 = 16m.

8. (a) La pared est4 sobre el circulo z = 4R?, x2 + (y — R)®> = R? y en lo alto de la
montafia x* +y? + z = 4R?. Desde la tapa superior, podemos parametrizar el
circulo mediante

x=Rcos6, y—R=Rsenf, 0<06<27w
Entonces sobre la montana tenemos
z=4R* — (x* +y*) = 4R* — [(Rcos 8)” + (R + R sen 0)?]
=4R? — [2R* + 2R sen 8] = 2R* — 2R sen 0.

Para encontrar el drea de la superficie de la pared “cilindrica” del restaurante,
parametrizamos la pared mediante

x=Rcos6, y=R+Rsenb, z=2 0<6 <27, 2R? — 2R sen® §z§4R2,

y el drea de la superficie se transforma en

2w pAR?
/ / ITe x T,|| dz db.
0 2R —2R sen 6

El lector debe verificar que ||Tg x T,
transforma en

= R, de manera que la integral se

2w 4R? 27
/ / Rdzdo = / R(4R?* — 2R? + 2Rsen 0)d0 = 4wR>.
0 2R2—2Rsen 8 0

(b) Parametrizamos el restaurante mediante
x=rcos®, y=r+rsend, z=z

donde 0 < r < R, 0 <0 < 2w, 4R? — (2r? + 2rsen®) < z < 4R’ El
jacobiano es

a(x, v, 2) cos —rsen® O
"~ =|1+sen® rcos® O|=r+rsenb.
a(r, 0, Z) 0 0 1
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Por lo tanto, el volumen del restaurante se transforma en

2m  pR p4R?
/ / / (r+rsen®)dzdrdb
0 0 J4R2—(2r2+2rsen8)

2w R
= / / (r +rsen 0)(4R> — 4R* +2r* + 2rsen 0)dr do
0 0

21 R
= / / (2r* +2r®sen 0 + 2r° sen 0 + 2r% sen® 0) dr d
o Jo

27 4 3
2 R

=/ K+—R3sen9+r3sen9+R—sen6+2—sen29 de.
s \273 2 3

Como f"sen8d6 =0y [;" sen?8d8 =, el volumen es

L)
3
Para determinar si el volumen es mayor que wR* /2, resolvemos la desigualdad
V > mwR*/2. Si tenemos presente que R > 0, vemos que el restaurante dard
beneficios para toda R > 0.

(c) El flujo del calor es fs V -dS, donde V = —k(6x,2y — 2R, 327). El techo
del restaurante se pude parametrizar mediante x = rcos9, y = rsen9 + R,
z=4R?> para0 < r < Ry 0 < 0 < 2m. Tenemos T, = (cos 0)i + (sen 0)j y
Ty = (—rsen 8)i + (r cos 0)j, de modo que T, x Ty = rk. Por lo tanto, el calor
que fluye a través del techo es

/v .dS = —k /(6x, 2y — 2R, 32z) - (0,0, r)dr d®
N S

2w R 27 R

=—k/ / 32zrdrd9=—k/ / 64Rrdrdo
0 0 0 0
2m

=— / (32Rr2
0

El lado que toca a la montafa se puede parametrizar mediante x = rcos®9,
y=rsen®+R,z=4R>— (2r’+2rsen®) para0 < r < Ry 0 < 6 < 2.
Tenemos T, = (cos 0)i + (sen 8)j +(—2cos O)k y Ty = (—rsen 8)i+ (rcos 0)j +
(—2rcos 8)k, entonces T, x Ty = (—4r* cos 8)i + (2r + 4r2 sen 8)j + rk. Por
consiguiente, el calor que fluye desde el lado de la montaiia es

R

) de = —k(32R*)(27) = —64wR>k.

r=0

/ V-dS=—k / (6x,2y — 2R, 322) - (—4r* cos 0, 2r + 4r% sen 0, r) dr d0
S S
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R 21
=—k / (=24r3 cos? 0 +4r* sen 6 + 87> sen? 0
0 0

+128R*r — 64r° — 64r2 sen 0)dO dr

R
=—k / (=243 + 87 + 256R*rm — 12873 m)dr = —92R*mk
0

La pared curva de cristal se puede parametrizar como en la parte (a). Tenemos
Te x T, = (Rcos 0)i + (R sen 8)j. Por lo tanto, el calor que fluye a través de la
pared es

/V -dS = —k /(Gx, 2y — 2R, 327) - (Rcos6, Rsen6,0)dzd6
s s

2—2Rsen 0

27 4R
=~k / / (6R? cos? 0 + 2R? sen? 0) dz d©
0 2R
2w

=—k (4R?* + 2R? cos® 0)(2R* — 2R sen 0) d9
0

= —20kmR".
Si sumamos estos resultados, encontramos que el flujo total es —112kmwR?.

11. La superficie S es la esfera unitaria, de manera que puede parametrizarse por
medio de x = cosOsen¢, y = senfsenge y z = cosp para0 < 6 < 21y
0 < ¢ < m. Si derivamos cada componente con respecto a 6 obtenemos Ty =
(—sen 0 sen ¢, cos 8 sen ¢, 0). De manera similar, T, = (cos8cos g, sencos @,
—sen ¢). El vectornormalaSes T, x Tg = (sen? @ cos O, sen® ¢ sen 0, sen @ cos @).
Sacamos el factor comin sen ¢ y obtenemos (sen @)(x, ¥, z) = n = (sen@)r. Su-
pongamos que F = (F,, Fy, F,), entonces F- n = F - (sener) = F,sen ¢. En este
caso, usamos el hecho de que (e,, eq, €,) forman una base ortonormal (véase la Sec.

1.4). Por tanto
2 k1
/F~dS=/ / F,senpdedb.
s o Jo

La férmula correspondiente para funciones de variable real es

2n pw
/de:/ / fsenededb.
s o Jo

15. Una parametrizacién de la superficie es ®(u, v) = (4, v, 0), entonces ||T, x T,| =
|li x j|| = ||k|| = 1. La integral escalar es

/f(x,y, z)dS=//f(u, v, 0)[| T, x T,| dudv.
s D
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Si sustituimos (x, y) por (4, v), obtenemos [ [, f(x,y,0)dxdy. Para un campo
vectorial F = (F,, Fy, F;) (Nota: jen este caso los subindices no denotan parciales!),

/F-dS://F~kdxdy=//dexdy.
s D D

Es decir, s6lo la componente z es importante.

16. (a) Parametrizamos el cono de la manera siguiente: x = rcos®, y = rsen®,
z=02+y)Y2 = 1,0 < r <10 <6 < 2w Entonces Ty x T, =
(—rsenB, rcos6,0) x (cos6,sen, 1) = (rcos®, rsen6, —r). EI flujo es la
integral de superficie de F sobre S, que es

2 1 2m 1
/ / , 0, 1)~(rcosﬁ,rscn9,—r)dr9=/ / rdr@ =
o Jo 0o Jo

Para los mds diestros, observa que la misma cantidad de 1luvia que pasa por el

cono, debe pasar por el disco x*> + y* < 1, z = 0. El problema se puede hacer
mentalmente.

(b) Usamos la parametrizacién de la parte (a), el flujo total que pasa por el cono es

2m 1 _ _
/ / (—\/50 —\/i> -(rcos6,rsen®, —r)drd6
0 0 2 2
2 1
2
=/ / £(—rcose+r)drde
0 o 2

V2 ™ T
=Y [ Z(1-cos)dd=—~2.
2/0 2( cos 9) 2\/_

7.R Ejercicios de repaso del capitulo 7

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Primero calculamos o’(r) = (—sent, cost, 1), por lo que ||o’(1)|| = V2. En-
tonces la integral de trayectoria es

2w 2
/ fds= / xyz||o’ ()| dt = V2(cos t)(sen 1)t dt.
o 0 0

Usamos integracién por partes con u = ¢, dv = costsentdt, y v = (1/2)sen?t.
La integral se transforma en

21 2 2 _ _
\/5(—;— scn2t0 —/ %senztdt> =_\/_E 1 costh Tr\/i.
0

2 Jo 2 2
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2. (b) Como en el ejercicio 1(b), tenemos ds = ||o’(s)||dt = v/2dt. Entonces, la
integral de trayectoria es

2 27
/fa's: (sent+c052,)\/§d,=\/§/ (Sent+1+0052t)dt
o 0 0

2
t sen2t
-\/i(—cost+§+ Z )

27

= V2.
0

3. (b) Calculamos la integral de linea sobre cada segmento de C y las sumamos.
Debemos tener cuidado con la orientacién. Recuerda que del capitulo 1 que la
ecuacionl(?) = (x, 3,2) =(1,0,0)+2(—1, 1, 0), 0 < ¢ < 1 satisface la condicién
1(0) = (1,0,0) y I(1) = (0, 1,0). En este segmento, x =1 -1z, y=tyz=0.
También dx = —dt, dy = dt y dz = 0. Si sustituimos estos valores, obtenemos

1 1
/ [sen w(1 — 1) dt — (cos wr)(0)] = / senm(l — ) dt
0 0

= l cos (1 — t)|l= —1-(1 —(—-1)) = E
s 0o s

El segmento siguiente se puede parametrizar mediante I(r) = (x, y, 2) = (0, 1, 0)+
t(0,—-1,1)=(0,1—¢,t)para0 < ¢ < 1. También, dx =0,dy = —dt ydz = dt,
entonces obtenemos

1
/ [sen w(0)(—di) — cos (1 — 1) d] = L enma - z)r: 0.
0 e1s 0

Por 1ltimo, el tercer segmento se puede parametrizar mediante I(f) = (x,y,2) =
0,0 1)+1(1,0,-1)=(,0,1 —f)para0 < ¢ < 1. Tambiéndx =dt,dy=0y
dz = —dt, de modo que tenemos

1 1
/ [sen w2(0) — cos w(0)(—d1)] = / ldt=1.
0 0
Por lo tanto, la integral de linea alrededor del tridnguloes 2/w+0+1 =2 /7 +1.

5. Comenzamos en (0, 0) y calculamos laintegral de linea sobre cadalado del cuadrado.
Para el segmento de recta que une a (0,0) con (4,0), y=0,dy=0y0 < x < a.
Entonces

a 3

/F~ds=/a[(x2—Oz)dx+2x(0)-(0)]=/ xzdx=%.
0 0

Para el segmento de recta que une a (g¢,0) con (g, a), x =a,dx=0y0 <y <a.
Entonces

a

/ F-ds= / ’ [(@® = y*)(0) + 2(a)ydy] = / 2aydy = ay2'2= a.
0 0
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10.

Para el segmento de recta que une a (a, a) con (0,a),y =a,dy =0y x variade a
hasta 0. Entonces

0 a 3 3
/F-ds:/(x2—a2)dx=—/ (x2—a2)dx=—<a———a3) _2a
g A 3 3

Por 1ltimo, para el segmento de recta que une a (0,a) con (0,0),x =0,dx=0yy
varia de a hasta 0. Entonces

/F-ds:O.

Sumamos y encontramos que la integral alrededor del cuadrado es a*/3 + a® +
2a%/3+0=2a.

. (b) Primero completamos cuadrados: (2x2 —8x+8)+y? +z2 = 1+802(x — 2)* +

y? +z2 = 32, Que tiene la forma X2 + y? + z2 = p?, motivo por el cual usaremos
coordenadas esféricas. Para la parametrizacién de x, sea X = v2(x — 2) =
3 cos 0 sen @, entonces x = 2 + (3 cos 0 sen ¢)/+/2. Asi, la parametrizacién es

x=2+(3cos95enq>)/\/§
y=3senBsen¢

z=3cose,

con0 < 6 < 2mwy0 < ¢ < m. Estaes una estrategia general para abordar
muchos problemas sobre parametrizacién: completar cuadrados para cambiar
coordenadas cartesianas en cilindricas y esféricas.

El 4rea de la superficie de la grificaque esta sobre Des [ [, ||'T, x T, || dx dyy el rea
de Des [ [, dxdy. La “parametrizacién” de la grificaes x =x, y =y y 2 = f(x, ).
Entonces T, =i+(3f /ox)k y Ty = j+(3f /ay)k. T x Ty, = (3f /ox)i+(of /ay)j+k
y |ITx x Ty|| = [(3f/0x)* + (8f /9y)* + 1]‘/ 2. Como (af /ox)? + (of Jay)? = c,
|T: x Tyl| = v1+c. Si regresamos a la férmula original, tenemos [ [, || T, x
T,||dxdy = | fD V1 +cdxdy. Como c es una constante, descomponemos las
constantes de la integral y tenemos v 1 + ¢ f fD dxdy =1+ c - (drea de D).

12. (b) Usamos coordenadas cilindricas. Sea x = rcos®, y = rsen6. Ademds, z =

x = rcosB y los intervalos son 0 < r < 1, 0 < 8 < 27 porque queremos
estar dentro del cilindro x? + y? = 1. Calculamos T, x Tg = (cos i + sen 8 +
cos k) x (—rsen 0i + rcos 8j + r sen 0k) = (—ri + rk) = r(—i + k), entonces
| T, x Te|| = v/2r. Por lo tanto,

27 1 1 27
/ x%dS = / / (rcos0)’V2rdrdd = (ﬁ / r3dr) ( / 00529d6>
0 0 0 0
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19.

24.
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- (?) (/02" 1+020529 de) ) (\/Ti) <g+ sezze)

Queremos calcular f;xdS, donde S es el
tridngulo con vértices (1,1,1), 2,1, 1) y
(2,0, 3). Primero, necesitamos encontrar
la normal al tridngulo: dos vectores en el
(1,1,1) tridngulo son (1, 0, 0) y (0, 1, —2) (los cua-
e les se encontraron restando las coordena-

2m

0

211 y das de los vértices). Tomamos su producto
2.11) (1,1,0) cruz y normalizamos el resultado, obtene-
(2,0,0) 7 mos la normal unitaria n = (0, 2, 1)/\/5,
(2,1,0) portantocosf =n-k = 1/\/§. Ahora, la

X proyeccién de S sobre el plano xy se puede

describir mediante —y +2 < x < 2,0 < y < 1, como se muestra en la figura.
Entonces,

1 2 N
/de=\/§/xdxdy=\/§/ / xdxdy:—/ 4— (2 —y)Ydy
N D 0 J—-y+2 2 0

_£[4(2—y>3}1 _5V5
T2 3 lo|” 6 °

En este caso tenemos F = ¢'i + tj + 1’k y ds = €' + j + 2tk. Entonces

1 1
/F-ds:/(e'-e’+t~1+t2~2t)dt=/(e2’+t+2t3)dt
c 0 0

= (‘5*5*5) =3¢+

Nuestra superficie es z2 = 1 — x2 — y2. Queremos la parte que esté sobre el plano
xy, es decir, queremos z > 0 0 f(x,y) = z = (1 — x2 — y*)!/2, Para el rea de la
gréfica de una superficie que estd sobre D, la férmula es

A:/D,/1+f3+fyzdxdy.

En este caso,

-1 2 =172 _ —
Loz B =xX =) =G a
y

—y . ’
£ (por simetria).

= ¢! —x2 _y2)1/2
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De manera que el integrando es

x% +y? 1

1+ = .
1 —x2 ___y2 (1 — x2 __y2)1/2

El 4rea que queremos es

a a 1
- _dydx.
4/-11 —a (1 - x2 —)’2)1/2

Queremos evaluar una de las integrales. Sea u? = (1 — x2)!/2. Como u es indepen-
diente de y, la integral en y se transforma en

a 1 1 [ 1
. dy=- | — 4y
/_a (U2 — y2)1/2 YT /_a V1—=0O/u?) ¢

Si sustituimos v = y/u con dy = u dv, obtenemos

alu gy afu a a
-1 -1 -1
=sen” (v) = 2sen (—) =2sen (——) .
/_a/u 1—»y2 —a/u u VI — %2

Insertamos este resultado en la integral original y obtenemos la férmula para el drea

de la superficie:
“ a
2 [ sen? (—) dx.
Lo (=

27. (¢) Usamos coordenadas cilindricas: x = 2cos 6,y =2senf,z=2,0 < 6 < 2m,
0 <z<x+3=2cosb+3. (Observa la diferencia entre la parametrizacion
de este ejemplo y la usada en el problema 12.) ||Ty x T,|| = ||(=2sen 6i +
2cos 0j) x k|| = ||2cos 0i + 2 sen 6j|| = 2. Entonces el drea de la superficie es

27w p2c0s 043
/ / 2z%dz do
0 0

2w 2
=/ Z(2cos 0 +3)°do
O 3

2 2w
= 5/ (8 cos® 0 + 36 cos® 0 + 54 cos 0 +27) db
0

2 2" 1 2
- 3/ [8(1 — sen? 6) cos 0 + 36 (%‘“’) +54cos6+27] do
0

2 3 2m
=-18 sen()—Sen i +18 6+sen29 +54sen 6 + 276 i
3 3 2 0

=(2/3)[18 - 2w + 27 - 27w] = 60.






CAPITULO 8
TEOREMAS INTEGRALES DEL
ANALISIS VECTORIAL

8.1 Teorema de Green

OBJETIVOS
1. Poder enunciar el teorema de Green.

2. Poder usar el teorema de Green para calcular una integral de linea o una integral
doble.

2. Poder usar el teorema de Green para encontrar un area.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. Recuerda que 8, el mismo signo usado para derivadas parciales, significa
frontera. Entonces, 0D es la frontera de D.

2. Teorema de Green. En ciertas condiciones, una integral de linea se puede convertir
en una integral de superficie:

/(de+Qdy>=/ (Q—f) dx dy.
D p \ Ox dy

Uno de los lados de 1a ecuacién suele ser mucho mds ficil de calcular que el otro.

3. Condiciones necesarias. (a) C debe ser una curva cerrada con orientacién igual al
giro de las manecillas del reloj (1a regién debe estar a tu izquierda si caminas sobre
la curva siguiendo la orientacién correcta), y
(b) P y Q deben tener primeras derivadas continuas.
Si el teorema de Green no se puede aplicar directamente a unaregién, con frecuencia
dicha regién se puede dividir de manera que el teorema de Green sf sea aplicable.
Observa la figura 8.1.5.
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4. Teorema de Greeny el drea. El 4rea de D se puede calcular mediante la férmula

A=l/ (xdy — ydx).
2 Jap

Una vez mds, dD tiene la misma orientacién que el giro de las manecillas del reloj.
Esta férmula es més itil si la frontera tiene una parametrizacién sencilla; de otra
forma, la integral doble suele ser més sencilla.

5. Forma vectorial. Si F = Pi + Qj, entonces V x F = (3Q/dx — aP/dy)k, de modo
que otra formulacién del teorema de Green es

/ F-ds=/(V><F)-de,
D D

donde ds = dxi + dyj.

6. Teorema de la divergencia en el plano. Sin es un vector normal unitario a dD y
apunta hacia afuera, entonces

/ F-ds:/dideA.
oD D

Comparamos esto con el teorema de la divergencia de Gauss en el espacio (Sec. 8.4).

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. De acuerdo con el teorema de Green, el 4rea de la regién D es

A=l/ (xdy — ydx).
2 Jap

Como D es un disco con centro en (0, 0) de radio R, la frontera 3D se puede
parametrizar mediante

x=Rcos® y y=Rsenf, 0<6<2m.

Entonces, dx = —Rsen0d0, dy = —R cos 0d0 y por lo tanto el drea es

2m 2
A= % / [(Rcos 8)(Rcos 8) — (R sen 8)(R sen 6)]d6 = % / R%*d6 = wR?,
0 0

la cual es, en efecto, el drea que calculamos usando geometria elemental.
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3. (b) Trabajaremos con la parametrizacién de D que se usé en el ejercicio 2. El
lado izquierdo de la identidad del teorema de Green es

/(de+Qdy)=/(x+y)dx+/ ydy
oD aD oD

2w 2m

= (Rcos 8 + Rsen8)(—R sen 6)d0 + (R sen B)(Rcos 08)d6
0 0
27

= (—R% cos 0sen ® — R? sen” 6 + R% sen 6 cos 6)d0
0

21 21
1 - cos26
= _R? / sen?0do = —R? / %dm —Rm.
0 0

Por el teorema de Green la misma integral debe ser igual a

//x (g —a—P) dxdy.
D dax ay

Otra vez usaremos coordenadas polares. Podemos describir D mediante 0 <
r <RyO0 <6 < 2mw. Ahora calculamos dQ/dx =0y dP/dy = 1y, si tenemos
presente que el jacobiano para coordenadas polares es r, el lado derecho del
teorema de Green se transforma en

2m R 2 R
/ / (0= 1)rdrde = / / —rdrdb = —mR>.
0 0 0 0

Por lo tanto, hemos verificado el teorema de Green en este caso.

5. El teorema de Green nos dice que el area es

A= ! / (xdy — ydx).
2 Jap

De la parametrizacién dada para el cicloide obtenemos dx = a(l — cos0)d0 y
dy = asen0d0. Recuerda que el eje x forma parte de la frontera que se puede
describir mediante x = 2wa(l —u) y y = 0 para 0 < u < 1. Observa que nuestro
cicloide se recorre en el mismo sentido que el giro de las manecillas del reloj, es
decir, de izquierda a derecha como en la figura del libro. Luego regresamos de
derecha a izquierda por el eje x. Como y = dy = 0, el drea deseada es

27
%/ [a(6 — sen 0) - asen 6dO — a(l — cos B) - a(1 — cos 6)d6]
0
1 /!
+—/(x-0—0-dx)
2 /o
2m

= > (a29 sen® — a® sen? § — @ + 2a” cos 0 — a? cos? 0)do
0
2w

=5 (@*0sen 6 — 2420 + 2a? cos 8)d6.
0
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Si usamos integracién por partes obtenemos

a2 2 02 27 1 2%
—?60059|O +?/0 cosBd6+§ A [—2a2+2a2c059]d9

= —a®m + (1/2)(—2a%6 + 2a% sen 0)| "= —3a’m.

Si queremos obtener la respuesta correcta, debemos recordar que la orientacion ade-
cuada debe ser en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. Cambiando
s6lo el signo obtenemos el 4rea contenida en un arco del cicloide, 3a’r.

8. Sea D launién de las regiones del tipo 3, D;, donde cada frontera, dD;, estd orientada
en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. Supongamos que Py Q
tienen derivadas parciales continuas en D. Queremos demostrar que la integral
sobre la frontera de D es igual a la suma de las integrales sobre la frontera de todas
las D;. Dos regiones contiguas comparten una fraccién de sus fronteras. Cuando
se consideran las orientaciones, las contribuciones a la integral de este sector de
frontera se eliminan como se muestra en la figura 8.1.5. Por lo tanto

/ (Pdx + Qdy) = Z (Pdx + Qdy)

oD;

"L (G5 rerm [ (55 e

11. (a) En coordenadas polares, sea x = rcos8 y y = rsen0. Entonces se puede
describir D mediante 0 < r < 1y 0 < 8 < 2w. Calculamos que divF =
1 +1 =2. (Si es necesario, debes repasar la forma de calcular una divergencia
en la seccién 3.4.) Como el jacobiano para coordenadas polares es r, obtenemos

2m 1
/dideA=/ /(2)rdrd9=2’n'.
d 0 0

Por otro lado, sabemos que la normal unitaria al circulo de radio 1 que apunta
hacia afuera es n = (cos 6, sen 8), por lo tanto

2m 27
/ F-nds= / (cos6,senB) - (cos O, senB)ds = / ds = 2.
oD 0 0

/ F-nds,
oD

(b) Queremos calcular
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donde F = 2xyi — y?j. Por el teorema de la divergencia, la integral anterior es

igual a
//dideA = //(Zy —2y)dxdy = 0.
D D

15. Como cos?0 +sen’® = 1, sea x/a = cos0 y/b = sen®, 0 < 6 < 2m. Entonces
x =acosB, dx = —asen0d0,y = bsen® y dy = bcos8d6. Por el teorema de
Green, el drea de la elipse es

1
A= —/ (xdy — ydx)
aD

2
1 2w
= 3 [(acos 0)(bcos0) — (bsen B)(—asen 0)]d0
0
1 2w
= 3 / abd® = abw.
0

16. En coordenadas polares, seax = rcos8 y y = rsen 8. Como r es una funcién de 6,
obtenemos dx = (r' cos§ — rsen0)d0 y dy = (+' sen® — rcos 8) d6 (en este caso
r’ denota la derivada de r respecto a ). Si sustituimos en la igualdad del teorema
de Green, obtenemos

A= l/(xdy—ydx)
2 Jc
1t
=5 / [(r cos 8)(r' sen O + r cos 0)dd — (r sen 0)(+' cos  — r sen 0)]d0

1 ? 1 /?
=§/ rz(cos°+sen29)d9=§/ r? de.

19. Para formar uno de los pétalos de la rosa tomamos desde 6 = 0 hasta 8 = /2. Si
usamos el resultado del ejercicio 16, obtenemos que el drea es

1 /2 1 /2
- / (3sen20)2d6 = = / (9 sen® 26)d0
2 Jo 2 Jo

w/2
=2/ <1+cos49> ”
2 Jo 2

9 sendw\ n/2_ 9T
—4(9+ 2 >0 =3
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22, Usamos la definicién dada para du/dn y aplicamos el teorema de la divergencia en
el plano a laregién B = B,:

/ %1::/ Vu-nds:/V-(Vu)dA=/V2udA.
ag on B B B

26. (a) Supongamos que «(p) es un punto maximo sobre D. Del ejercicio 25, u(p) es
el valor promedio de u en un disco de radio R con centro en p. Esto es posible
s6lo si u(p) = u(q) para toda q en D. En efecto, si u(q) < u(p) para alguna q
en D, debe suceder que u(r) > u(p) para mantener el promedio. Entonces, u
debe ser constante en algiin disco con centro en p.

8.2 Teorema de Stokes

OBJETIVOS

1. Poder enunciar y usar el teorema de Stokes.

2. Poder usar el teorema de Stokes para calcular una integral de linea sobre una curva
cerrada o una integral de superficie con la curva cerrada como su frontera.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Repaso. En esta seccién usaremos integrales de superficie. Debes repasar la seccién
7.6 si has olvidado cémo calcular una integral de superficie.

2. Relacion con el teorema de Green. Al igual que el teorema de Green, el teorema de
Stokes convierte una integral de una dimensién en una integral de dos dimensiones.
El teorema de Stokes es una generalizacion del teorema de Green.

3. Teorema de Stokes para grdficas. Si z = f(x, y), entonces

/rotF-dS=/ F . ds.
s as

Debes memorizar esta férmula. Del mismo modo que en el teorema de Green,
aS§ estd orientada de manera que la superficie esté a tu izquierda si caminas sobre 4S5,
la cual debe ser una curva cerrada.

4. Superficies generalizadas. Si la superficie S no es la gréfica de una funcién, enton-
ces el teorema de Stokes también es vélido si podemos describir S mediante una
parametrizacién uno a uno. dD se mapea en 35, de modo que aD, la frontera de la
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region en donde reside la parametrizacién, debe tener la orientacién correcta. Como
ejemplo cuando la orientacién es importante, consulta la solucién del ejercicio 5 de
la seccién 8.1.

5. Aplicacién. De acuerdo con el teorema de Stokes, para evaluar |, ¢ rot F-dS, podemos
cambiar la superficie S por cualquier otra que tenga la misma frontera dS. En la
mayorfa de los casos, cambiaremos S por una superficie plana. Imaginemos un
alambre que forma una trayectoria cerrada al que se le ha colocado una hoja eldstica.
La integral de superficie de un rotacional sobre cualquier superficie formada por
una deformacién de la hoja eldstica serd igual a la integral de linea sobre el alambre
(suponiendo que el alambre no se puede deformar).

6. Circulacion. Debes saber que el rotacional V - n es la circulacién de V por unidad
de 4rea de la superficie perpendicular a n.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1. (b) Por el teorema de Stokes sélo necesitamos evaluar

/ F- ds,
as

donde 3S es el circulo x? + y? = 1, la frontera de la superficie. Parametrizamos
el circulo en coordenadas polares, x = cos8yy =sen 6,0 < 6 < 27. Entonces
la integral es

2
F-ds= / sen 0(— sen ) — cos B(cos 6) d6
as 0

27
=/ do = —2m.
0

4. (d) Queremos demostrar que la derivada del flujo magnético con respecto al tiempo
es 0. Comenzamos con

i/H-dS= E.ds-_-_/_ﬁ-ds.

El primer paso se justifica porque S no es una funcién del tiempo. Por la ley de
Faraday, obtenemos

—/(VxE)~dS.
s

Entonces, por el teorema de Stokes y por el hecho de que E - ds = 0, (la dltima
igualdad es vilida porque E es perpendicular a la frontera de S) obtenemos

—/ E . ds=0.
as
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La frontera de 1a superficie es una curva cerrada, de modo que podemos aprovechar
el teorema de Stokes

/(VxF)-dS:/ F -ds.
S A}

La frontera es el circulo x2 + y2 = 1, z = 0. El lado derecho de la igualdad anterior

es
/ F.ds= / (x,y) - (dx, dy).
EAY oS

Ahora usamos coordenadas polares: x = cos8, dx = —sen6d8; y = sen9, dy =
cos 0d0; 0 < 0 < 2. Si sustituimos en la dltima integral tenemos
2T

(—cosBsenB +senBcos0)dd =0.
0

Utilizaremos el teorema de Stokes. La frontera de S es el circulo y> +z2 = 1, x = 0.
En la frontera F es —y3j. Usaremos coordenadas polares y = sen6, z = cos 9,
0 < 6 < 2. Por el teorema de Stokes tenemos

2w
-1 -
//(VXF)'dS= F-dS=/ ——Sen390059d9=—sen49|(2)=0.
s as 0 4

La razén del flujo es [, rot @ - dS y por el teorema de Stokes, éste es [, @ - ds. La
frontera estd en el plano xy donde z = 0. Parametrizamos la frontera mediante

x=(R/4)cosB,y=(R/4)senb.

Entonces el flujo es
2T p2 2
R R
@ ds = / = (sen® 0 + cos? 0)d0 = ——.
as o 16 8

Por el teorema de Stokes,

/(VxF)-dS: F.ds.
s as

Como F es perpendicular a la tangente de la frontera de S, F - ds = 0. Por lo tanto,
fS(V x F)-dS = 0. Si F es un campo eléctrico, esto significa que la razén de
cambio de flujo magnético es cero por la ley de Faraday. Consulta el ejemplo 4.

Primero calcularemos fs(V x F)-dS = 0. Obtenemos V x F = (1,1, 1). Tam-
bién, @, = (cosH,senH,0) y ®y = (—rsenb, rcos9, 1), entonces @, x Py =
(sen 6, —cos 0, r). Por lo tanto, obtenemos

1 pw/2
/(1, 1,1)-(sen®, —cos 0, r)drd6 = / / (sen® — cos 6 + r)do dr
s o Jo

1
™ ™
—‘/0 (Er)dr— Z.
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25.

Por otro lado, la frontera, 8§, estd formada por 4 partes. Primero, cuando r
1 tenemos P(1, 8) = (cos B, sen 6, 8), de modo que F = (6,cos 8, senB) y ds
d®d(1, 0) = (—sen 0, cos 0, 1) d6. Por consiguiente,

/2
/ F.-ds= / (6, cos 0, sen 0) - (—sen 6, cos 6, 1)d0.
GAYY ]

Si aplicamos integracién por partes sobre —8 sen 8 y la férmula de la mitad de un
dngulo para integrar cos? 0, obtenemos

0 sen?20
0 _ z
[( cos® —senB) + (2+ 2 )

Cuando 0 = /2, conservamos la orientacién si r varfa de 1 a 0. Entonces, tenemos

0
13
F.ds= —,0,r]-(0,1,0dr=0.
~/352 ds w/l' (2 Or) ( ) ;

Cuando r =0, 6 va de w/2 a 0, de manera que obtenemos

0
/ F-ds=/ 6,0,0)-(0,0,1)d8 =0.
EAY) w/2

De manera similar, cuando 8 = 0, el resultado es
1
/ F-ds=/ ©,r0-(1,00dr=0.
354 0

Si sumamos todas las partes, la integral sobre la curva completa es |. s Frds =
w/4+0+0+0 = /4, en consecuencia, hemos verificado el teorema 6.

Para un célculo directo, parametrizamos la superficie de la manera siguiente: Sea
x =rcos0yy = rsen0, entonces z = (1/2)(x* + y*) = r*/2. También queremos
0 <z<2 demodoque0 < r?/2 <200 < r < 2. Ademis tenemos
0 < 6 < 2w Calculamos Ty = (—rsen®,rcos8,0)y T, = (cos9,sen, r) de
manera que la normal exterior es Tg x T, = (—r? cos 6, —r? sen 6, —r). También
calculamos

i 0§k
d/ax a/ay d/az
3y  —xz yZ®

VxF=

1 -1
= =-x0-z-3)= (Zr4 —rcos9,0, Trz —3).
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Por 1ltimo,

2 2m
/(VxF)-dSz/ / (VxF) (Teg x T,)d0dr
N 0 Jo

2 27w 1 1
=/ / [—rzcosﬂ (Zr“—rcosﬂ) +r(§r2+3>] dodr
o Jo
L 1
=/ / [T cosO+r3coszﬂir3+3r] dodr
o Jo
2 6 27w
=/ (r—sen9+r3 (9+sen29) - (1r3+3r> 6) dr
0 4 2 4 2 6=0
2 4 2
= / Qmr® +6mr)dr = (% + 3'rrr2)
0

=20mm.
Por otro lado, por el teorema de Stokes, [(V x F)-dS = [, F-ds. La fron-
tera es 4S5, que es un circulo de radio 2 en z = 2. Se puede parametrizar me-
diante (2cost, —2sent,2) para 0 < r < 2w Usamos esta orientaciéon por-
que la superficie estd debajo de la frontera, en consecuencia, se debe recorrer
con la misma orientacién que el giro de las manecillas del reloj. Calculamos
ds = (—2sent, —2cost, 0)dt, por lo tanto

0

2%
/ F.ds= / (—6sent, —4cost, —8sent) - (—2sent, —2cost, Q)dt
A 0

2w

= (12sen®t + 8 cos? t)dt
0

t sen2t t sen2t
[ (5-25) +s (5]

8.3 Campos conservativos

2w

= 20m.
0

OBJETIVOS

1. Entender que la integral de linea de un campo gradiente es independiente de la
trayectoria.

2. Poder determinar si un campo vectorial es conservativo.

3. Dado un campo vectorial conservativo, poder encontrar una funcién escalar cuyo
gradiente sea igual a dicho campo vectorial.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Teorema 7. Este es un teorema muy importante. En resumen, establece que si
F es un gradiente, entonces V x F = 0, la integral de linea depende sélo de los
puntos extremos y todas las integrales de linea sobre curvas cerradas son 0. El
converso también es cierto. Si se cumplen las condiciones del teorema decimos
que las integrales de linea son “independientes de la trayectoria”. Observa que si
una sola integral de linea es 0, entonces no es forzoso que F sea un gradiente.

2. Ejemplo 1. En el método 2, parte (a), observa cémo después de integrar respecto a
X, sumamos una ‘“constante” £, (y, z). Esta es una “constante” porque sélo contiene
a las otras variables. Estudia el ejemplo 1 con cuidado. Debes saber cémo usar al
menos uno de los dos métodos.

3. Gradientes en R El corolario que precede al ejemplo 3 nos dice que si la integral
del teorema de Green, 9Q/dx —
dP/ady, es 0, entonces F = Pi +
Qj es un gradiente. jCuidado!
F debe ser C! en todo R?, a di-
ferencia del teorema 7, que per-

>, >, mite algunos puntos excepciona-

les. El ejercicio 12 estudia esta

@—/é (\/p situacién. La integral de F sobre
la trayectoria de la izquierda (una

trayectoria cerrada) es 0 porque la

curva no encierra al origen, mien-

tras que la integral de F sobre la
trayectoria de la derecha no es 0.

4. ;Es F un rotacional? F es el rotacional de algtin campo vectorial si divF = 0. El
ejercicio 16 explica el procedimiento para encontrar G tal que F = rot G.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. (a) Como y = 2x?, tenemos dy = 4x dx, y por tanto

1
/ F.ds= / (x - 2x%)dx + (2x%)? - dxdx
o 0

1
1 8 19
= 3 5 = — _—= —
-/O(Zx +16x7)dx 2+3 3
(b) La respuesta es sf, porque
i J k
VxF=|d/ax d/dy 8/9z|=(0,0,—x) # 0.
xy ¥ 0
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Como método alternativo podemos elegir una trayectoria diferente y demostrar
que la integral de linea no es igual a 19/6. Esto significaria que la integral de
F depende de la trayectoria.

Si F = VF, entonces la componente x de F debe ser of /dx, es decir,
af /ax = 2xyz + senx €))

De manera similar, la componente y de F debe ser df /dy y la componente z de F
debe ser of / 9z, es decir,

af /oy = x*z )
of oz = x%y 3)

Siintegramos (1) conrespecto ax, obtenemosf = [(2xyz+senx)dx = x%yz—cos x+
h(y, z), donde h es una funcién que sélo depende de y y z. Cuando integramos con
respecto a x debemos restaurar todos los términos que contienen dicha variable.
Cuando derivamos se debe tratar como constantes a todos los términos que no
contienen x y cuando integramos con respecto a x no podemos restaurarlos. De
manera similar, integramos (2) con respecto a y y obtenmos f = | x’zdy = x*zy +
g(x, z), donde g(x, z) es una funcién que sélo depende de x y z. Si integramos
(3) con respecto a z obtenmos f = [ x?ydz = x*yz + k(x, y), donde k(x, y) es una
funcién que sélo depende de x y y. Comparemos estos tres resultados: f(x,y, z) =
x%yz — cosx + h(y, z) = x®yz + g(x, z) = x*yz + k(¥, z). Llegamos a la conclusién
(por inspeccién) de que g(x, z) = k(x,y) = —cosx+ C. y h(y,z) = C, donde C es
una constante. Entonces

f(x,y,2) =x*yz —cosx +C.

Usamos la regla de la cadena para calcular (3/0x)(1/1/x% +y2 +22) = —x/(x* +
y? + z2)%/2. Luego, por simetria, obtenemos

v 1 -V 1 _ —xi+yj+zk)  -r
r) AV A2 ) @22 2P i

Como F es el gradiente de una funcién f, fa F.ds = f(o-(b)) —f((r(a)) para
cualquier trayectoria o(s) que comience en a y termine en b. Esto es verdadero
sélo si o no pasa por el origen.

. El lector debe verificar que V x F = 0. Por lo tanto, F es el gradiente de una

funcién f(x, y, z). Integramos la componente i con respecto a x, la componente j
con respecto a y y la componente k con respecto a z. Si comparamos los resultados,
vemos que f(x,y,z) = e 'seny + z3/3. También calculamos o(0) = (0,0,1) y
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o(1) = (1, 1,€). Como F es un gradiente, tenemos [ F-ds = f (¢(1)) —f (a(0)) =
esenl+e’/3 —1/3.

13. (b) F no es el gradiente de una funcién escalar f. Si existiera tal f, entonces
af /ox = xy y of /dy = xy. Por la igualdad de las parciales mixtas, deberiamos
esperar que 92f/dxdy = 3*f/dyox. Pero en este caso, (3/dy)(9f /ox) = x y
(8/9x)(af /ay) = y.

15. (b) 'Para demostrar que ¢ es conservativo podemos demostrar que es gradiente.
(También podemos demostrar que satisface cualquiera de las cuatro condiciones
delteorema7.) Usaremos el mismo método que enel ejercicio 13. Lasderivadas
parciales son:

9 ( 2\ _(20)(=2y)  —4xy
ay\»2+1) (F+12  2+1)2
9 —2y(x?+1) _ —dxy

O+ 12 ) 2+

Como estas parciales son iguales, ® es conservativo. Esto hace que la eva-
luacién de integrales de linea sea sencilla. Debes verificar que si f(x,y) =
(x? + 1)/(y* + 1), entonces ® = Vf. Luego sustituimos x =t> —1yy=15 —¢
para obtener f(r) = [(* — 1)> +1]/[(t® — H? + 1], y por lo tanto

@G -1D%+1] 1
/(I) ds —[(,3 )2_,_1] =1

18. Primero calculamos V - F = (8/dx)xz + (8/9y)(—yz) + (3/9z2)y = z—z+0 = 0.
Por tanto, existe G tal que F = V x G. Para encontrar G, usamos el resultado del

ejercicio 16:
4 y 2
-y
G = | —ytdt— | tdt—— ——,
‘ /o g /o 2 72

z 2
Gz=—/xtdt= 2y Gy=0.
A 2

Por consiguiente, G = (—1/2)[(yz2 +y?)i +xz2j]. Es buena idea que calcules rot G
para verificar tu respuesta:

i ik
d/ox 9/dy d/dz
y22+y? xz2 0

UxG=_t = %(—szi +2yzj+ (22 — 22 = 2y)k)

=xzi—yzj+yk=F.
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Observa que G no es tinica; por ejemplo, debemos sumar constantes arbitrarias para
cada componente de G y V x G aiin debe ser igual a F.

23. (a)

(b)

(©

24. (¢)

Recuerda que en el capitulo 3 vimos el hecho de que F no sea irrotacional
significa que rot F # 0. Asi, calculamos rot F:
i J k
VxF=|d/ox d/dy 9/dz|=2k #0.
-y X 0

Sea o(t) = (x(2), y(t), z(1)) la trayectoria del corcho. Por la definici6n de lineas
de flujo, o’(t) = F(o (1)), y por tanto o’ () = (—y(¢), x(t), 0). Esto equivale a
tener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

x'(0)=—y@) eY)
y' (@) =x(t) 2)
@) =0 3)

La ecuacidn (3) se puede resolver ficilmente. Su solucién es z(¢) = constante.
Si tomamos una derivada mas con respecto a ¢ obtenemos x”'(¢) = —y'(#), pero
(2) implica que x”(¢) = —x(t) o x”(¢) + x(¢t) = 0. Esta ecuacién representa un
oscilador arménico. La famosa solucién a la ecuacién diferencial x”/(£) +x(t) =
Oes

x(t)=Asent+ Bcost,

donde Ay B son constantes. Sino estds familiarizado con las técnicas pararesol-
ver ecuaciones diferenciales ordinarias, puedes verificar mediante sustitucién
que ésta es, en efecto, la solucién. De manera similar,

y(t) = Csent + Dcost,

donde C y D son constantes. Como x’'(f) = —y/(t), derivamos x y y y
comparamos términos para encontrar que C = By D = —A. Por lo tanto,
y(t) = Bsent — Acost. Sielevamos al cuadrado x y y y los sumamos, obtene-
mos x2+y? = A% sen® t+2AB sen t cos t+ B cos? t + B2 sen’t —2AB sent cos t +
A% cos?t = A% + B%. Como A? + B? es una constante, identificamos la ecuacién
x2 +y? = A% + B? como la ecuacién del circulo de radio VA2 + B2 con centro
en (0, 0). Por lo tanto, el corcho tiene una trayectoria circular alrededor del eje
z en un plano paralelo al plano xy.

Como y aumenta su valor, x decrece, ya que x’(t) = —y. También sabemos que
el corcho recorre un circulo. De modo que el corcho gira en el sentido contrario
al giro de las manecillas del reloj.

La propiedad de ser rotacional es local, es decir, el campo es rotacional en un
punto. En el ejercicio 23 el corcho gira sobre si mismo mientras recorre el
circulo, pero en el ejercicio 24 no es asi. Las trayectorias aisladas tienen poco
que ver con la rotacionalidad del fluido.
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8.4 Teorema de Gauss

OBJETIVOS

1.

2.

Poder enunciar y usar el teorema de Gauss.

Saber usar el teorema de Gauss con el propésito de calcular una integral doble
sobre una superficie cerrada o una integral triple sobre un volumen encerrado por
una superficie.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

3.

Definicion. Una Superficie cerrada es aquella que se debe perforar para poder llegar
a la regi6n que encierra. La region que encierra se denota con () y la superficie
cerrada se denota con 9€).

Teorema de la divergencia de Gauss. Si 3(} es una superficie cerrada, entonces

/(divF)dV:/ (F-n)dS.
0 N

Asi, una integral triple se reduce a una doble o viceversa. Compara este resultado
con el teorema de la divergencia en el plano (Sec. 8.1).

Interpretacion fisica. div F(P) es el flujo hacia afuera en el punto P por unidad de
volumen. Si divF(P) > 0, el material fluye hacia afuera, en este caso P se llama
fuente. P es un sumidero si div F(P) < 0. Si div F(P) = 0, el campo vectorial esta
libre de divergencia, es decir, todo 1o que entra debe de salir.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

4. (a) Los vectores normales unitarios a las caras que son paralelas al plano xy y que

apuntan hacia afuera son iy —i, respectivamente. Para estas dos caras, tenemos

1l 1l
/ F-S=/ /(i+j+k)-idydz+/ /(i+j+k)v(—i)dydz
an 0o Jo 0o Jo
1l
=/ /(i+j+k)-(i—i)dydz=0
0o Jo

Los vectores normales unitarios n para cualquier par de caras paralelas son
exactamente opuestos, de modo que las integrales sobre estas caras del cubo se
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6. (b)

eliminan. Por lo tanto, la integral es 0. Ahora vemos que divF = 0, asi que,
por el teorema de la divergencia, la integral deseada es

/ divFdV =0.
Q

Primero vemos que divF = 1+ 1+ 1 = 3, entonces por el teorema de la

divergencia,
/ F. dS=/dideV=3/dV,
an Q Q

la cual es 3 veces el volumen de ). Ahora el problema es hallar el volumen
de la regién que nos ocupa. Usaremos coordenadas “cilindricas”. El valor
0 variard de —w/2 a w/2 porque x > 0. Ademds, tenemos 0 < r < 1y
x2+y?=r? <z < 1. Por lo tanto,

11/2 1 1 1 1 1 T
/dV:/ //rdzdrd9=1'r/ r(l—r2)dr='rr(———)=——.
Q —-m/2J0 Jr? 0 2 4 4

Entonces,

10. Usaremos el teorema de la divergencia. Tenemos div F = (x2 +y?)?, entonces

//F-dS:///(x2+y2)2dV.
as S

Usaremos coordenadas cilindricas. Podemos describir el cilindro S mediante 0 <
r<1,0<0<2my0 <z<1. Como el jacobiano es r, obtenemos

2n 1 1 1 -
//F.ds=/ / /r.r“drdzde=27r/ rdr=—.
EN 0 0o Jo 0 3

16. De la seccién 8.3 sabemos que rot F = 0 implica F = Vf, entonces si tomamos
la divergencia de ambos lados obtenemos div F = V - (Vf) = V?f. Pero tenemos
divF = 0. Por lo tanto, V2f = 0.

18. Por el teorema de la divergencia fQ divFdV = fan F - dS. Dado que F es tangente
ala superficie, sabemos que F es perpendicular a la normal unitaria de la superficie
S,y entonces F - dS = 0. Por lo tanto, [, divFdV =0.
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8.5 Aplicaciones a la fisica y ecuaciones diferenciales

OBJETIVOS

1. Saber usar las técnicas del andlisis vectorial en aplicaciones tales como electromag-
netismo y funcién de Green.

RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1. Notacion. Hay gran cantidad de notacién nueva, de modo que debes encontrar util
hacer una lista de los simbolos nuevos y sus definiciones.

2. Conceptos viejos. No se presenta material de matemadticas nuevo en esta seccién.
Sélo hemos cambiado la terminologia. Debes poder justificar cada paso con el
conocimiento adquirido en secciones anteriores.

3. Funcion delta de Dirac. La “funcién” delta de Dirac es una herramienta muy
importante en la fisica. Sus propiedades mas importantes son que puede “destacar”
el valor de una funcién en un punto particular y hacerlo “mdximo” en un punto.

4. Funcionde Green. Lafuncién de Green es una herramienta importante para resolver
ecuaciones diferenciales no homogéneas con condiciones en la frontera. Nos da
la solucién si todos los “componentes” (carga, masa, etc.) se concentran en un
punto; mediante integracién nos da la solucién que resuelve la ecuacién para una
distribucién particular de los componentes.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

4. Dada V2@ =0y V = Ve, queremos demostrar que p(dV/dt +V - VV) = —Vp si
aV/ar = 0. Si Usamos el ejercicio 3, V- VV = (1/2)V(||V||?) + (V x V)V. Como
V es un gradiente, V x V = 0. Basta con demostrar que p[(1/2)V(||V[|?)] = —=Vp.
Elegimos p = —(p/2)||V/|*.

5. Comenzamos con la ley de Ampere: V x H — 0E/dr = J. Tomamos divergencia
en ambos lados: div] = V- (V x H) — V - (8/3)E = 0 — (9/3:)(V - E) (el
cambio de orden de dos derivadas esta justificado porque V sélo toma derivadas de
variables espaciales). Ahora, por la ley de Gauss, V - E = p. Si combinamos los
dos resultados obtenemos div]J = —dp/at, o div] + dp/d¢ = 0, que es la ecuacién
de continuidad.

6. (a) Segiin el ejercicio 12 de la pagina 552, necesitamos demostrar que

(1) Gx, y)=Gy,x) y
) V3G = 3(x, y).
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Definimos r = x —y y I’ = R(x) — y. Para demostrar (1), G(y, x) = G(y, x) —
G(y, R(x)) = —1/4w|ly—x||+1/4w|y—R(x)||. Esevidente que ||r|| = ||—r||,de
donde G(y, x) = G(x, y). Para demostrar (2), sabemos que VG(x, y) = r/4mr3.
Asi, VG(R(x), y) = r'/4w(r')’. Entonces V3G = —8(x, y) — 8(R(x),y), y

VG dy = / [3(x, y) — S(R(x), y)] dy.
R3 R3

Si x =y, entonces R(x) # y, y la integral anterior es

/vzc“;dy=/ b(x,y)dy = 1;
R3 R3

Si R(x) =y, entonces x ¥ y. Hacemos un cambio de variable: seau =x,v =y,
w = —z,asidy =dxdydz = —dudvdw. Ahora la integral es

V:Gdy = — / 3(R(x),y)dy = — / 3(R(x), u)(—du)
R? R3 R?
= / S(R(x),u)du=1,
R3

donde u = (4, v, w).
(b) Sélo “insertamos” nuestra funcién de Green en la integral:

u(x) = / G(x, yp(y)dy = / G(x, Y)p(y) — GR(X), Y)p(y) dy.
R3 R3

8. (a) Usamos la regla de la cadena: u, + uy, = u,t + u,x = = 0.
(b) Usamos dt/ds =1y dx/ds = u. La pendiente es igual a

@_d:_l

x(s) dx u

De la parte (a) se deduce que u es una constante, entonces 1/u también es una
constante. Por lo tanto, las curvas caracteristicas son lineas rectas.

(c) Dos curvas caracteristicas que pasen por (x}, 0) y (x2, 0) tienen ecuaciones ¢ =
[1/uo(x)] (x—x1) y t = [1/ug(x2)] (x —x2), respectivamente. La interseccién es

[1/uo(xDI(x — x1) = [1/ug(x2)1(x — x2).
Simplificamos y obtenemos

x(1/ug(xr) — 1/uo(x2)) = x1/uo(x1) — x2/uo(x2).
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Despejamos x:

1 X
_up(x1)  uo(xz) _ Xiuo(xa) — xauo(xy)
TFTT T T T —wen
ug(xy)  uo(x2)
(d) Por sustitucién
- 1 (Xluo(xz) — xaup(x1) s ) o Xtx
uoGrr) \ uolxa) — uoxy) uo(xz) — tp(xy)’

16. (a) Por definicién, el vector de Poynting es

/P-dS=/(ExH)~dS.
s s

Por el teorema de Gauss, podemos replantear el lado derecho en la forma
/ V - (E x H)dV.
v

Podemos aplicar al integrando la propiedad del triple producto de vectores
(véase el capitulo 1):

/V-(ExH)dV:—/E-(VxH)dV.
14 14

Por iltimo, la ley de Ampere da, para un campo electrostético,
VxH=E-J

Combinamos todo y obtenemos

/P-dS=—/E~JdV.
s v

8.6 Formas diferenciales

OBJETIVOS
1. Saber sumar y aplicar producto exterior de k-formas.
2. Poder integrar y diferenciar k-formas.

3. Poder enunciar los teoremas de Green, Gauss y Stokes en términos de k-formas.
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RECOMENDACIONES PARA EL ESTUDIO

1.

2.

Notacion. En este libro, » se usa para las 1-formas, 1 para las 2-formas y v para
las 3-formas.

Definiciones. (a) Las 0-formas son funciones escalares.

(b) Las 1-formas contienen dx, dy o dz.

(c) Las 2-formas contienen dx dy, dy dz o dz dx en el orden especificado.

(d) Las 3-formas contienen la expresién dx dy dz.

Estas definiciones difieren levemente en dimensiones superiores.

. Suma. S6lo podemos sumar una k-forma con una /-formasi k = [.

Integracion. Las 1-formas se integran como las integrales de linea.

(b) Las 2-formas se integran como las integrales de superficie. Observa que cada
término de la integral doble de la ecuacién (2) contiene un jacobiano. Las variables
del “numerador’ del jacobiano siguen el ciclo natural de las diferenciales.

(c) Las 3-formas se integran como las integrales triples ordinarias.

Producto exterior. Formas de diferentes tipos se pueden multiplicar. En nuestro
caso, s6lo podemos multiplicar una k-forma con una /-formasi0 < k+/ < 3. Ten
presente que o A w = (—1)¥( A w). Esta propiedad se 1lama anticonmutatividad.
Observa que dx Adx = dy Ady = dzAdz = 0. Las demis propiedades son similares
a las de la multiplicacién de nimeros reales.

. Diferenciacion. Si f es una O-forma, df es como la derivada ordinaria. La re-

gla de la “suma” (linealidad) es igual que en el célculo de una variable. La regla
del “producto” difiere ligeramente y d(dw) = 0; esta dltima igualdad incluye dos
identidades V x Vf =0y V - (V x F) = 0 en una férmula.

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

1.

(d) Como tenemosel producto exterior de una 2-forma con una 1-forma, el producto
es una (2 + 1)-forma. Por la propiedad distributiva obtenemos

o A p = (xydydz + x2dxdy) A (dx + d7)
=xydydz Adx +x*dx dy A dx + dxdydz A dz + x*dx dy A dz
= xy(dy dz A dx) + x2(dx dy A dx) + xy(dy dz A dz) + x*(dx dy A dz)
= xydx dydz + x*dx dy dz = (xy + x*)dx dy dz.
Usamos la propiedad de anticonmutatividad: dydz A dx = (—=1D*@dx A dyd?).

También usamos la propiedad asocitiva junto con las identidades dx A dx =
dzAdz=0.
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3. (b) Cuando derivamos esta 1-forma debemos obtener una 2-forma
dw = [d(y* cos x) Ady + (—=1)°(y? cos x) A d(dy)]
+[d(xy) Adx + (—=1)°(xy) A d(dx)] + d(dz)
= [(—y*senxdx +2ycosxdy) Ady + 0] + [(ydx + xdy) Adx + 0] +0
= —y?’senxdxdy — xdxdy = (=y* senx — x)dx dy,
yaquedx Adx =dyAdy=0ydy ANdx = —dxdy.
(e) Si derivamos esta 2-forma, debemos obtener una 3-forma
dw = [d(x? + y})dy] Adz + (=1 (x* + y})dy A d(dz)
=[d(x® +y) Ady + (=D’ +y) Ad(dy)l Adz +0
=[(2xdx+2ydy) ANdylAdz=[2xdx Ady+2ydy Ndy] Adz
=2xdxdydz
yaque d(dz) =d(dy)=dyAdy=0.

4. Observaque dx Adxdy =dyAdxdy =dy Adydz =dzANdydz =dz Adzdx =
dx ANdzdx = 0. Laderivada de F dxdy es

aF oF
—dx+ —
dx dy

oF oF oF oF
= —dxANdxdy+—dyAdxdy+ —dzAdxdy=—dz Adxdy
ox ay az az

dy + %dz} Adxdy +(—1)°F A d(dx dy)

oF oF
= —dzA(dx ANdy)=—dz(dz Ndx) Ndy
az az
oF oF
= —— - dy
% dz(dx Adz) Ndy P dx A (dz Ady)

oF aF
= —dx AN(dyAdz)=—dxdydz.
0z 0z

De manera similar, la derivada de Gdydz es (3G/dx)dxdydz y la derivada de
H dzdx es (9H /dy)dx dy dz. Por lo tanto,

F
i = (‘96 i Z—z> dx dydz = (div V)dx dydz.

ox a_y
8. Por un célculo directo, observamos que 95 es el circulo unitario en el plano xy. La
parametrizacion es (x, y, z) = (cost, sent, 0), 0 < ¢ < 2. Por lo tanto

2w
/ w= [(cost +sent)0 + (sent + 0)(—sentdt) + (cos t + 0)(cos ¢ dt)]
as 0

2w 2w
sen 2¢ 2
= (— sen? t + cos? t)dt = / cos2tdt = 0": 0.
0 0 2
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Por el teorema de Stokes, los célculos anteriores son iguales a |, s do. Calculemos
dw: dw = [d(x+y) Adz+(x+Yy) Ad(d2)] + [d(y+2) Adx+(y+2) Ad(dx)] + [d(x +
2) Ady +(x +2) Ad(dy)] = [(dx +dy) Adz] + [(dy+dz) Adx] + [(dx + dz) A dy]
porque d(dx) = d(dy) = d(dz) = 0. Esto se simplificaendx Adz+dy Adz+dy A
dx+dzNdx+dxNdy+dzAdy = —dzdx+dydz—dxdy+dzdx+dxdy—dydz = 0.
Entonces tenemos fs w = 0, también.

11. Por el teorema de Stokes tenemos |, R®= /, ¢ dw. Veremos la cara derecha:

d(xdydz +ydzdx +zdxdy = d[(xdy Adz) + (ydz A dx) + (zdx A dy))]
= [dxdy) Adz+ (=)' (xdy A d(d2))]
+ [d(ydz) Adx +(=1)! (ydz A d(dx))]
+ [d(zdx) Ady + (—1)!(zdx A d(dy))]
= [dx Ady +x Ad(dy)] Adz
+ [dy Adz+y Ad(d2)] Adx
+[dz Adx +z Nd(dx)| Ady.

Como d(dx) = d(dy) = d(dz) =0, obtenemos

(dx ANdy)Adz+(dy Adz) Ndx +(dz Adx) Ady
=dxdydz+dx AN(dy Adz)+ (—dx Adz) Ady
=dxdydz+dxdydz —dx A(dz A dy)
=3dxdydz.

Entonces, el lado derecho es [, 3dx dydz. Identificamos [, dx dy dz como el vo-
lumen de R. Si dividimos entre 3, obtenemos el resultado deseado.

8.R Ejercicios de repaso del capitulo 8

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SELECCIONADOS

2. Por el teorema de Gauss, tenemos fan H. 4dS = fn(V -H)dV = fn(div H)dV,
de modo que necesitamos demostrar que div [F x (V x G)] =(VxF) (V x
G) — F - (V x V x G). Por la férmula 9 de la tabla 3.1, seccién 3.5, tenemos
div(AxB)=B-rotA —A-rotB=B-(V xA)—A-(V xB). Ahora,seaA=F
y B =V X G. Esto nos da el resultado deseado, yaquea-b=b - a.
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7. (a) El método mds sencillo para demostrar que F es conservativo es verificar que
VxF=0.
i J k
VxF=| d/ox a/ay 8/9z
6xy(cosz) 3x%(cosz) —3x%y(senz)

= (—3x%sen z + 3x? sen z, 6xy sen z — 6xy sen z, 6xy cos z — 6xy cos z)

=0.

(b) SiF es el gradiente de alguna f(x, y, z), entonces esta funcion debe satisfacer

6xycosz = of /ox ¢}
3x2 cos z = 9f /dy 2)
—3x*senz = of /oz 3)

Si integramos (3) con respecto a z, obtenemos f(x, y, z) = 3x?y cos z + g(x, y).
Si integramos (2) con respecto a y, obtenemos f(x, y, z) = 3x%ycos z + h(x, z).
Si integramos (1) con respecto a x, obtenemos f(x, y, z) = 3x2ycos z + k(y, 2).
Si comparamos los tres resultados, vemos que f(x, y, z) = 3x*ycosz + C.

(c) Como F es un gradiente, sélo es necesario evaluar f en los puntos extremos
para calcular la integral de linea. Entonces

/2
/ F-ds=f(o(w/2)) — f(0(0)) = 3(cos® 6)*(sen’ 8)| =0.
o 0

9. Queremos calcular fw V - FdV, donde W es el cubo unitario. Por el teorema de

Gauss,
1 1 1
/V-FdV:/ / /(6z+x2+y)dxdydz
w 0 0 0
1 1 1
=/ / [—+(6z+y)] dydz
0 0 3
71 1 1 1 23
—A (§+6Z+-2')d2(5+‘2—+3)—z'.

13. (a) Calculamos Vf = (of /ax)i + (3f /8y)j + (9f /92)k = 3yexp(z?)i + exp(z?)j +
6xyz exp(z2)k.
(b) Vf es un gradiente, por lo cual la integral es f(o(w)) — f(o(0)). Como
f(x,y,2) = 3xyexp(z?), tenemos f (1)) = 3(3 cos® r)(sen’ ) exp(e*); enton-
ces f(o(m)) =0y f(a(0)) = 0. Porlo tanto, [ Vf -dsesO.
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(c) Sea A la regién cuya frontera es o(¢). Entonces, por el teorema de Stokes,
J, Vf -ds= [,[V x (Vf)] - dS. Esta siempre es cero porque el rotacional de
un gradiente siempre es 0; la otra parte del teorema de Stokes se ilustr6 en el
inciso (b).

14. Porel teorema de Green, [,.x*dy—y*dx = [ [;,(3x®+3y*)dx dy, donde D es el disco
unitario. Ahora usamos coordenadas polares: x = rcos9, y = rsen8. Podemos
describir el disco unitario mediante 0 < r < 1y 0 < 6 < 27. Como el jacobiano
es r, la integral se transforma en:

21‘1‘ 1 1 3 3
/ /3ﬂ¢¢ﬂmnw/3ﬁm=mr—=—m
o Jo 0 4 2

17. Por el teorema de Green,
. 1
Area = // dxdy= - /(xdy — ydx)
D 2Jc
1 v
= 3 / (asen 0 cos 0)(2a sen 0 cos 0)d0
0
1 us
-3 / (asen’ 6) [a(cos’ @ — sen® 6)d0
(]
2

= la2 / (2sen” 6 cos? © — sen® 0 cos? 0 + sen® 6)d0
0

™ 2 ™
= la2 / sen’ 0(cos? 0 + sen® 0)d0 = 4 / sen® 0 d0
2 Jo 2 Jo

a® (™ (1—cos20
-5 [ (F5)

_a® (0 sen20)|"
T 2\2 4 0

ma?

T

20. (c) Si F es un gradiente, entonces rot F = 0. Calculamos

i i k
a/ox a/dy 9/dz
2y’ X3 3x%yZ?

rotF = = —6xyz%j + (2x2® — 6xy?)k.

Excepto en el origen, rot F es diferente de 0, por lo tanto F no es un gradiente.



CAPITULO 9
EJEMPLOS DE EXAMENES

9.1 Examen de comprension para los capitulos 1 a 4

1. (a) Encontrar los extremos relativos de f(x, y) = x> — 2x +y> — 1.
(b) Encontrar para la misma f los extremos relativos sobre la curva x* + y* = 1.

2. (a) Fido se encuentra en una extrafia montafia descrita por la ecuacién M(x, y, z) =
e *xysenz. Si Fido estéd en el punto (1, 1, 7/2), ;que direccién debe tomar
para bajar la montafia de 1a manera mas rdpida posible?

(b) Fido debe seguir cierta ruta de troncos de arbol (que fue marcada previamente)
alo largo de ¢(¢) = (21, 1%, 1). (A qué ritmo cambia la altura de Fidoen t = 1?

3. (a) Dado el campo vectorial F(x, y) = (y, —x), mediante conjeturas, halla una ex-
presién para una linea de flujo o (z) para F.
(b) Haz lo mismo para F(x, y) = (2x, —y).

4. (a) Encuentra la longitud de arco de o(¢) = (2¢, ?),0<1<1.
(b) Encuentra la longitud de arco de o(f) = (2sent, sen?t),0 <t < /2.
(c) Explica las respuestas.

S. Debemos hacer una caja con madera por valor de $120.00. La tapa se debe fabri-
car con madera que cuesta $2.00 la pulgada cuadrada, y el resto de la caja se debe
hacer con madera que cuesta $2.50 la pulgada cuadrada. ;Qué dimensiones tiene
la caja mas grande que podemos hacer en esas condiciones?

6. (a) Encuentra una ecuacion de la recta de interseccion de los planos 3x+2y —z =17
yx—4y+2z=0.
(b) Encuentra la ecuacién del plano que contiene a los puntos (1, 3, —2) y (0, =2, 1)
y es perpendicular al plano 3x —y — 2z = 5.

7. Seaf:B C R? — R3 definida por (1, v) — (wv?, v’ —u, vsenu)y g: B C R — R?
definida por (x, y, z) — (yze*, y* cos xz).
(a) Calcula D(f o g)(0, 1, 0).
(b) Calcula D(g o f)(0, 1).
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8. Un fabricante de acuarios anuncié que sus tanques tienen una capacidad exacta
de 0.49 m>. Debido a un error de produccién, el tanque tiene las dimensiones
1.01 m x 0.72 m x 0.67 m en lugar de las especificadas 1.00 m x 0.70 m x 0.70 m.
Usa la aproximacion lineal para estimar el error entre la capacidad anunciada y la
real.

9. Un joven estudiante de bioingenieria, que es omnitélogo aficionado, quiere volar
hacia el sur en las vacaciones de navidad, pero no puede afrontar el costo del boleto
de avién. Ha sabido que sus golondrinas también quieren volar hacia el sur para el
invierno, de modo que su plan ha sido atar un planeador a sus emplumadas amigas
y hacer que vuelen hacia su hogar. Sus bien entrenadas golondrinas tenfan un
vector velocidad de 3i + 4j + k (km/h) hasta que alcanzaron su altitud de crucero en
(0,0, 1/2). En este punto continuan sobre la misma trayectoria, pero sin cambio de
altitud. (Supdn que la tierra es plana.)

(a) ;Cuadl fue el punto original de partida en (x, y, 0)?

(b) {Cudnto tiempo tardaron en alcanzar la altitud de crucero?

(c) Cudndo alcanzaron (0, 0, 1/2), un fuerte viento con velocidad 2i + j afecté el
plan de vuelo. ;Cual fue el vector velocidad de las golondrinas para mantener
una velocidad total de 3i + 4j?

(d) Después de 3 horas, el bioingeniero calcula que pasaran sobre la casa de su peor
enemigo, donde algunas de sus mascotas dejardn caer un saludo de 21 salvas
de pdjaro. ;Cudl es la ubicacién de la casa del enemigo?

(e) Suponiendo que las golondrinas no pudieron compensar la fuerza del viento,
{a qué distancia del objetivo estarfan después de 3 horas?

10. Tighwad Terry, el avaro, realiz6 un andlisis con computador de su capacidad de
ingresos. Determiné que su funcién de ingresos es $(¢, u, v, w) = 2e* + vsenw

(a) Calcula $,, $,, $., $.

(b) Suponiendo que Tightwad Terry quiere aumentar sus ingresos tan rapido como
sea posible y estando en (1, 0, 2, 0) de 1a gréfica de $, ;c6mo deberia cambiar ¢,
u,vyw?

(c) Si tiene exactamente una unidad de cada recurso (representados por ¢, u, v y
w), (cudl es el aumento de ingresos mds grande que puede esperar? Observa
que puede usar cantidades fraccionarias de recursos, tales como 1/2dety 1/2
de w.

9.2 Examen de comprension para los capitulos 5 a 8

/ /3(x +y)e® N dx dy
D

sobre una regién acotada por las rectas x +y = 1, x+y = =1, x —y =1y
x—y=-—1.

1. (a) Evalda
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(b) Evalia

1 gl
/ / seny’ dydx
0 Jx

2. Un bloque tiene una tapa inclinada descrita por x + y + z = 2. Sus aristas son
perpendiculares al plano xy, y el piso del bloque estd formado por el tridngulo con
vértices (1,0, 0), (0, —1,0) y (0, 1, 0). ;Cual es el volimen del bloque?

3. Encuentra la masa de una pared descrita por 0 <y < —x2—=2x+3,-3<x<3,
que tiene una densidad de p(x, y) = 2|y| + 3.

4. Sea F(x, y) = (¢* cos 3y, —3¢" sen 3y).
(a) Encuentra una f(x, y) tal que Vf = F para toda (x, y).
(b) Evalda fu F - ds para la trayectoria o(t) = (cos ¢, sent), 0 < ¢t < 2.
(c) CalculaV x F.
(Debes poder hacer las partes (b) y (c) mentalmente.)

5. (a) Cierta solucién de azicar se hace pasar a través de una superficie membranosa
descrita por x2 + y* + 272 = 1 a una velocidad 2xi + 3yj + zk. ;Qué cantidad de
la solucién fluye a través de la membrana por unidad de tiempo?

(b) Una particula se mueve en una trayectoria o(t) = (2t, 3¢, ¢) en un campo de
fuerza F = (2x, 2y, 4z). (Cual es el trabajo realizado en el intervalo de tiempo
0<r<5?

Una lente de contacto se puede describir como una capa
de esfera de radio R cortada en un cono de angulo w/4.
Encuentra el drea de la superficie de la lente. (Suge-
rencia: ubica la lente en un sistema de coordenadas
correcto y adecuado.)

Rebanamos una esfera en cualquier parte con dos pla-
nos paralelos separados por una distancia fija d. Las
bandas obtenidas siempre tienen la misma area de su-
perficie. Demuestra esto. ;Cudl es el drea? (Sugeren-
cia: usa coordenadas esféricas. ;Cudnto vale Az?)

7. (a) Encuentra el volumen encerrado por la superficie
x*+9y? + 72 — 2x+ 54y — 10z + 106 = 0.
(b) Encuentra una expresién para el drea de la superficie anterior.

8. (Cudles de los vectores siguientes son conservativos?
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@ F(x,%2) =0 +1/x,In(y+1),2)

_ —3x —3y -3z
() Fx,y2) = ((x2 24+ 2P (424 22 (R Ayt 4 22)3/2)
(©) F(x,y 2) = (3yz, 2xz, 5xy)

9. Completa las afirmaciones siguientes: un campo vectorial F es conservativo si

(i) existe un campo vectorial G tal que F = rot G.
(ii) existe una funcién escalar tal que Vf =F.
(iii) =F=0.
(a)sdlo (i) (b) () y(ii)) (c)séblo (i) (d) (ii) y (iii).

10. Considera los argumentos siguientes: dado un campo vectorial F,

/ (VxF)-dS= / F-ds (por el teorema de Stokes)
s as

pero

/ V. (VxF)dV = / (V xF)-dS (por el teorema de Gauss)
v S=av

por lo tanto, todo es 0 porque la divergencia del rotacional de cualquier campo
vectorial es 0. ;Qué es incorrecto?

9.3 Examen de comprension A para los capitulos 1 a 8

1. Si es verdadero, demuéstralo. Si es falso, explica por qué.

(a) La integral de trayectoria fo 2mds es el drea de la superficie de un cilindro de
radio 1 y altura 2w si o = (cost, sent, 1), 0 <t < 2.

(b) Una funcidn suave f(x, y) con al menos dos puntos criticos debe tener maximo
y minimo relativos.

(c) Laintegral de linea de una funcién de densidad de masa a lo largo de una curva
es la masa de la curva.

(d) rotF=V -F.

(e) 8%f/axaz = 9% /dzax para todas las funciones continuas f(x, y, z).

2. Eleccion miiltiple. Elige al respuesta correcta.

(1) (Qué par de vectores tiene el menor dngulo entre ellos?
(@ i—-j,j+2k
®) 3i+2j, -2j
) 2i—-j+k,i—j+k
(d) Lainformacién es insuficiente.
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(2) El teorema de Green requiere
(i)  primeras derivadas parciales continuas
(ii)  funciones continuas
(iii) cualquier curva cerrada que sea la frontera de una regién

(a)séloi (b)sbloii (c)iiyiii (d)1iy iii.
(3) Sea f(x,y,2) = 2xe* cos(yz). Una particula viaja siguiendo la trayectoria o

desde (0, —2/5, w/4) hasta (3, 5, —w/2). Silafuerza que actiia sobre la particula
es Vf, entonces el trabajo realizado sobre la particula es

(a) negativo

(b) cero

(c) positivo

(d) desconocido porque o es desconocida

(4) Para cualquier par de vectoresuy v, u - (u X v) =
G v-(uxyvy)
g o
(i) (vxu)-u
(@a)s6loi (b)séloii (c)iiyii (d)i,iiy iii.
3. Sea F = xi + yk. Calcula fs rot F - dS para las superficies S siguientes:
@ x*+y*+(z—-37%=1,z>3
(b) 9x*+9?+72=9,2>0

4. Considera el sistema

Fi(u,v, x,y)= u? —v? +2x +xy
Fo(u, v, x,y) =2u+3v — 5x°
(a) Demuestra que no se puede despejar u y v en términos de x y y en (4, v) = (0, 0).

(b) Demuestra que du/dx existe en (, v, x, ¥) = (3, 2, —1, 0). Calcilalo.
S. Supébn que g(u, v) = (v, u+2v,v). En (x, %2)=(00,0,0),(v)=(01,2)y

1 -1 0
Df:[z 3 1]

Sea h = g o f. (Cuanto vale Dh(0, 0, 0)?

6. Una superficie estd parametrizada por

(a) Encuentra el plano tangente en (&, v) = (1, 1) como funcién de x y y.
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(b) Cuando # = 1, encuentra la longitud de arco de la curva en el espacio para
0<v<2.

. Sea & la superficie parametrizada por

x=¢“cosy, y=ée“senv z=y, 0<u<l1l 0<v<m/2

(a) Encuentra el drea de la superficie ®.
{b) Calcula el valor promedio de z en .

. Seaf(x,y)=x>—3x+y—y*+5.

(a) Expresa (xo, yo, f (xo, yo)) en coordenadas esféricas en todos los puntos donde
(x0, Yo) sea un punto critico.
(b) Encuentra los extremos de f en el circulo x* + y* = 5/2.

. Una superficie est4 descrita por la ecuacién z = 2y + cos mx — /x. Considera el

punto (4, —1,1)
(a) Encuentra la derivada direccional en la direccién de i + 2j.
(b) Encuentra la ecuacién del plano tangente.

Una regi6n en el espacio est4 entre las graficas de z = 16 + x> +y? y z = 1/x2 +y2.

La regién también est dentro del cilindro x + y* = 4.

(a) Expresa el volumen de la regién como integral triple con coordenadas cartesia-
nas.

(b) Vuelve a escribir la respuesta usando coordenadas cilindricas.

(c) Encuentra el volumen de la regi6n.

9.4 Examen de comprension B para los capitulos 1 a 8

1.

Interpretaciones fisicas y geométricas.

(a) {Qué sabemos sobreuy vsiu-v=0?

(b) (Qué sabemos sobreuy vsiu x v=_0?

(c) (Qué interpretacién fisica estd asociada con una divergencia negativa?
(d) Da una interpretacion fisica del rot V.

. Considera el punto (1, 1, 1, 1) de la funcién f(x, y, z, ) = X2y+zt—2z.

(a) Calcula la derivada direccional en la direccién de (2, 0, 6, 4).
(b) (En qué direccién crece f mas rdpido, en la direccién de (2,0,6,4) o en la
direccién de (1, 1, 2, 1)? Explica la respuesta.

3. (a) Elplanox+y+z =1 corta al cilindro x2 +y2 = 4 en una curva. Demuestra que

la longitud de arco de esta curva es

2m
V8 | /1T —cos6sen 0de.
0
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10.

(b) Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva de la parte anterior en el

punto (1, v/3, —v/3).

. Encuentra el mdximo y el minimo de x + yz sujeto a las restricciones x + z = 2y y

{&, »)|exy) € 3,51 x [0,2]}.

. Sea S la fronterade lacaja B = [—2,2] x [—1,1] x [-3,3], F = 2xi + 2zj + 2yk y

G =x%i +3zj + 2yk.

(a) Calcula la integral de V - F sobre B.

(b) Calcula fSG-dS.

(c) Supébn que el origen en el centro de B se desplaza a (8 — 15, 20) y luego se
aplica una rotacién de 30° alrededor del eje y. Calcula [ F - dS.

. Se taladra un hoyo de radio 1/2 a través del eje de simetrfa de la semiesfera x? +

y+22=1,2>0.

(a) Plantea el volumen de la parte que queda en coordenadas cartesianas.
(b) Plantea el volumen de la parte que queda en coordenadas cilindricas.
(c) Calcula el volumen.

Un pintor teme a las alturas, por este motivo cobra una
/ 2 cantidad adicional de z?> délares por metro cuadrado
por pintar objetos localizados a una altura z. Su ltimo
trabajo es pintar el silo S que se muestra en la figura.
3 La altura de la parte cilindrica es 3 metros y el radio de
la parte esférica es 2 metros.
(a) Calcula [ dS e interpreta geométricamente.
(b) Calcula qué cantidad adicional cobra el pintor.

1 pl
. (a) Calcula / / cos(y’ +3)dy dx.
0 Jx

oo o0 oo 2 2.2
(b) Calcula / / / e~ D gx dy dz.
0 0 0

. (a) Verifica el teorema de Stokes para F = 22i+ (x* — y*) + y’k sobre el hemisferio

2+y?2+22=1,2>0.
(b) ParalamismaF queen (a), evalda [(V xF)-dS para la superficie x?+y*+5z% = 1
z<0.

(a) Encuentra una funcién de valores vectoriales f(x, y, z) tales que

—yz Sen(xy)ecos(xy) —xz Sen(xy)ecos(xy) ecos(xy)
y*senz 2xysenz xy? cos z

Df(x,y.2) = [
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(b) Para la regién D que se muestra en la figura, sea
V el volumen del s6lido que esta entre f(x, y) =
x*senyy el plano xy y que estd sobre D. Plantea
Venlaforma [[[ g(x,y,z)dzdydx.

(c) Plantea la respuesta de la parte (b) en la forma [ g(x, y, z)dzdx dy.



APENDICE
RESPUESTAS A LOS EJEMPLOS
DE EXAMENES

A.1 Respuestas al examen de comprension de los capitulos 1 a 4

10.

. (@) (0, 1) es un minimo

(b) (1,0),(-1,0)

. (@) e ™2(~=1,-1,1)

(b) 6e~!senl

. (@) o(t) =(cost, sent)

(b) o(r) = (exp(21), exp(—1))

. (@) vV2+In(1+v2)

(b) V2 +In(l +v?2)

(c) En realidad, las dos parametrizaciones trazan la misma trayectoria

. 32,/5/3 pulgadas cibicas
L@ (2,1, 1)+10,1,2)

() 13x+7y+162=2

00 1
1 0
. (@) [0 9 —1] (b)[_3 9}

0 0 1
. 0.0021 m?
. (@) (=3/2,—2) (b)1/2hora

(c) i+3j (d) (15/2, 10,0)
(e) 5v/5/2km

(@) $, =2te*, $, =12, $, =senw, $,, = vcosw
(b) Vaen direcciénde (2, 1,0, 2)
(c) (2¢/3/3,4¢'/3/9,0,0)
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A2

—

10.

A3

2.

3.

RESPUESTAS A LOS EJEMPLOS

Respuestas al examen de comprension de los capitulos 5 a 8

(@0 ) (1 —cos1)/2

.53
. 1848/5

. (@) f(x,y)=¢€cos3y+C

(b) 0 ©0

.(a) —16m/3vV2  (b)375

. (a) 2wR*(1 — V2/2)

(b) El drea es 2mR?*d

. () 47/9

1 2 g
(b) 3 / / seng+/ 1+ 8sen? psen? 0 dop do
o Jo

. (@y ()
. (©)

En el teorema de Stokes, la superficie no debe ser cerrada (por tanto, deberd tener
una frontera real), mientras que en el teorema de Gauss, la superficie tiene que ser

cerrada (encerrar a un volumen).

Respuestas al examen de comprension de los capitulos 1 a 8

. (a) Falso. El drea de superficie de dicho cilindro es 21r, mientras que el valor de la

integral es 2v/27.
(b) Falso. Por ejemplo, ambos puntos pueden ser silla.
(c) Verdadero.

(d) Falso. El rotacional es un producto cruz, no un producto punto.
(e) Falso. También necesitamos que las primeras derivadas parciales sean conti-

nuamente diferenciales.
M @)@ @G)d) @

@0 ®O
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oF, dF;
ou oy | |0 O] _
O AR R
ou av
(b) oufox=-2
12 8 4
5. [5 5 2]
2 31

6. (a) x+y-2z=0
(b) (1/2)[4\/1_7 +log(4 + \/17)]

7. (@) (V2/Dm(e—1)  (b)1/2

8. (a) (V46/2, tan~(1/3), cos~(6//46))
() (3/2,1/2), (~=9/10,13/10),

9. (a) 15/4 (b)x —8y+4z=16

10. @) 4 f7 [V 16422 432 — /x2 + )2 dydx

) 2 [2 [Trdzdr +2m [)° [2rdrdz+2m [P [T rdzdr
(c) 496w/3

A.4 Respuestas al examen de comprension de los capitulos 1a 8

1. (a) Los dos vectores son ortogonales, o ninguno de ellos es 0.
(b) Los dos vectores son paralelos, o uno de ellos es 0.
(c) Hay mas material que va adentro que afuera, es decir, tenemos un sumidero.
(d) El rotacional V - n describe la trayectoria de V en la superficie con normal n.

> 5123 gln la direccién de (1, 1, 2, 1) porque la derivada direccional utiliza una cantidad
mayor de vectores normalizados en el segundo caso.
3. (a) La curva que es interseccion de las superficies se debe parametrizar mediante
(x,y,2)=(2cos8,2senB, 1 —2cos® —2senB).
®) 32 =(1V3-V3)+1(=V31,V3-1

4., Maximo=6, minimo=3
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S. (a) 96 (b) 192
(c) 96

6. (2) 4 J, f\/l; V' dzdydx

(b) f02 1/2f0 =" v dzdr do

23(-0r)

7. (a) 16, que es el drea de superficie del techo.

(b) (5007r/3) dblares.

8. (a) [sen(4) — sen(3)]/2
(b) m

9. (a) 3m/4  (b) —3m/4

10. (a) f(x,y, 2) = (ze°=™), xy* senz)

1 —x?+1 x’seny
(b)/ / / dzdydx
-1J0 0
1 \/T——y x’seny
(c) // / dzdxdy
0 J-y/1=yJo





